1973 Maturita Scientifica Corso di Ordinamento Sessione Ordinaria

Fra le seguenti questioni il candidato tratti quelle che ritiene pit ad eguate alla
sua preparazione.
Quesito N° 1

1- Si scrivano le equazioni le equazioni delle due circonferenze C' e C" tangenti
alla parabola di equazione y=5-x* ed alla retta di equazione y=1 e si indichino
con r' ed r" (r'>r") i rispettivi raggi. Dopo avere determinato r' ed r", si scriva
I'equazione di un'altra circonferenza C” tangente a C”, avente il centro sulla
retta degli altri due centri e raggio uguale a r’'. Inoltre si trovi I'equazione della
parabola tangente a C' e C" e si calcoli I'area della regione del piano limitata

dalle due parabole.

Risolvo la prima parte del quesito col metodo del fascio di coniche bitangenti.

y

Data la simmetria della parabola y=—x*+5 rispetto all’asse y la
92 Y2 K
conica degenere e la retta y=k contata due volte; cioé i punti
base del fascio sono i punti di tangenza. ---....‘.7___-—---" e
y+Xx° —5+(y—k)2 =0 equazione del fascio di coniche bitangenti.
Impongo la condizione di tangenza con la retta di equazione y=L1.
L
ji‘-‘L Wq e - 2K R 520 2t K1k 0
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La parabola y=—x*+5 ha vertice V(0;5) ed incontra gli assi cartesiani nei punti M (\/50)

N (—«/5;0). Adesso risolvo la questione per altra via. Le circonferenze dovendo essere bitangenti

alla parabola y=—x*+5 che & simmetrica rispetto all’asse y, avranno i centri sull’asse y e quindi
avranno I’equazione del tipo: x*+y*-23y+c=0

Impongo le condizioni di tangenza con la parabola y=—x*+5 e con la retta y=1.
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Come si nota le equazioni delle due circonferenze sono quelle trovate in precedenza. La retta y=1

incontra la circonferenza C' e C” nel punto T (0;1)

Le coordinate dei punti di contatto delle due circonferenze con la parabola sono le soluzioni del

sistema:

31-(4“{»)\;“%:0 ,wJL‘ a0 (}M{Awﬁw Ae Lo
w5y ' P“\MQ ARUORA UM obrbra rad
_ 1 ‘ iy Eh bt .
DV, -1)  E(VT,an) prT; N3, oszi
F2(*v3, 3) ¢3(-Vi,3)

La circonferenza C" ha centro appartenente all’asse y (a=0) ed e tangente (esternamente) a C”

ed haraggio uguale ad r'; quindi:  S..=f.+r"+ r’=g+g+g=§
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Pertanto I’equazione di C” &: x +(y—§j :% ciog: x*+y®-13y+36=0

La parabola I per essere tangente a C" e C", ciascuna delle quali ha il centro sull’asse delle y, €

necessariamente simmetrica rispetto all’asse y ed ha pertanto un’equazione del tipo: y=ax*+c

La parabola I e tangente alla circonferenza C" se & nullo il delta dell’equazione risolvente il
seguente sistema:
HEytasyiks g
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Le due parabole si incontrano nei punti A e B le cui coordinate si ottengono risolvendo il sistema:

y:x2 y=5_y yzé X:—l—\/Ez—i-@ _£ E \/— 5
y=5-x 2 N2 T2 2 "2 22

L’area S della regione di piano limitata dalle due parabole €:

Vio Jio
o V1o Vio
S:_[Zr[( }dx J' 5 2x wel Bx_2y3 |2 —olEx_2y3|? _p| 210 _2 5 ~I0
R 37 | 3 |, 2 32 2
2
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Quesito N°2

2

2- a) Studiare e disegnare il grafico y della funzione y = 22 e determinare i

punti P per i quali la distanza dal punto A(0;1) assume valore minimo.

b) Calcolare l'area S della regione finita di piano individuata dalla curva 7,

dall'asintoto orizzontale e dalle rette x=2 , x=3.
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3.9 .
P/
1.95 R
\_ﬁ____;
" : N\
-3.5 \ o / 3.5
ol R=2
r=-1 +—1.95

Dominio della funzione: domy=R-{+1}

x=0 = y=-1 lacurva y incontra gli assi cartesiani nel punto B(O;—l)

Segno della funzione

?
+;L \w!* nitL
+ J 2¢ i"'t

y(x)>0 se x<-1; x>1 x)<0 se -l<x<1

Codominio della funzione

-

_l_
y_

<

yx—y=x"+1 yx*-x’=y+l (y-1)x’=y+l x’=

-

x>0 = y—+120 se y<-1;y>1 codomy:(—oo;—l];]1;+oo[
y_

Eventuali asintoti della funzione

2

. X°+1 ) )
lim——=1 = y=1 asintoto orizzontale completo
X—)iwx —
x2+1
lim —=0 = X=-1 asintoto verticale completo
x—>-1k X< -]

La funzione proposta presenta nei punti x==+1 delle discontinuita di seconda specie
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Simmetrie evidenti

y(—x): . =y(x) il grafico della funzione &€ simmetrico rispetto all’asse y

Estremi della funzione
2_1\_ 2
yr(X)ZZX(x 1)-2x(x +1) 2x(X* -1-x° 1) _4x J(X)=0 = x<0

(xz—l)2 (x —1) (x —1)

-4 0 44
| —r?r
%9—-49— yiu)s A2
N\ (e -4!2'

x=0 punto di massimo relativo y(0)=—1 massimo relativo

B(O;—l) Immagine geometrica del massimo relativo
Eventuali punti di flesso
) x*—1 Zl—ZM 2 4(3x2+1)
y (x):_ 3
(p-1)" (X -1)

La derivata seconda non si annulla mai e quindi il grafico della funzione non presenta punti di

flesso.

. Jh;!* __‘z_‘_“"'_lf.‘.‘;/
(1413

Il grafico della funzione volge la concavita verso I’alto (il basso) per x<—1; x>1 (—-1<x<1)

" - 0 :

\i = B —
e - s 3 : :((?L)'
8 v \b L = | j""}
1- e Tl + :(I”(?l/
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Il grafico della funzione é quello indicato in figura

Y

Per sviluppare la seconda parte del quesito possiamo seguire diversi procedimenti.

Primo procedimento

La distanza di un punto P da una curva é il segmento di perpendicolare condotto dal punto P alla

curva. La perpendicolare ad una curva in un suo punto Q & la retta perpendicolare alla tangente alla

curva nel punto Q.

La generica retta del piano passante per il punto A(O;l) ha equazione: y=mx+1 ed incontra la

2
: : X
curva di equazione y=

2

=mx+1
y X% +1

2

xZ+1 mx+1=
= X =1

Cx*-1

angolare della retta AP .

+1 . . . . . . o
1 nei punti P(x; y) le cui coordinate si ottengono risolvendo il sistema:

X2 +1-x2+1 2 - "
=————— m=——— che rappresenta il coefficiente
X2 -1 x(x*-1)
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Il coefficiente angolare della tangente t alla curva nel suo punto P(x;y) é: mlzy'(x):(x2 1)2

24X 4
X(x*-1) (xz—l)2

x=0 (asse y) corrisponde ad un caso particolare cioé alla retta del fascio di centro A avente

tLAP = mm=-1 cioe:

coefficiente angolare . L’asse y € la retta perpendicolare alla curva nel punto B(0;-1).
(¥-1)'=8 = x*-1=38=2 = x*=3 = x=23 y(0)=-1 y(+3)=2

I punti Pl(—\/§;2), Pz(\/§;2), P,=B(0;-1) sono i piedi delle tre rette uscenti dal punto A e
perpendicolari al grafico della funzione.

Essendo: AR =2, AP,=2, AP,=2 possiamo concludere affermando che i punti dell curva che

hanno distanza minima dal punto A sono i punti B,;P,;P;.Essi appartengono alla circonferenza di

centro A e raggio 2, cioe alla circonferenza di equazione x2+(y—1)2=4 x> +y?-2y-3=0
Secondo Procedimento

I punti B;P,; P, siottengono anche in base alle seguenti considerazioni.
Consideriamo le intersezioni del grafico della funzione con una generica circonferenza di centro A
e raggio r.
2
X2+(y—1) :r2 5 2 5 2
241 X2+ — =r’ cioe x*-1+|— =r’-1 con x=+1
= X =1 x°—1

Cx*-1

Ponendo X=x*-1 con X0 otteniamo: X+%:r2—1 cioe: F(X):XS—(rz—l)X+4:0 [o]
Tenendo presente che X =« & radice doppia di F(X):O quando si verifica la seguente

uguaglianza F (a)=F'(a)=0, otteniamo: 3X*-2(r*~1)X =0 ma, essendo X0 abbiamo:
ng(rz—l) tale radice & doppia se verifica [I'equazione [o], cioé se:

%(r2—1)3—é(r2—1)3+/1:0 (rP-1)=27 r*-1=3 r’=4  x*+(y-1’=4 ¢ la

circonferenza di centro A tangente al grafico della funzione.

r’=4 = X=2 = x*=3 = x=%43
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| punti di contatto si ottengono risolvendo I’equazione: x*-1+ (XZZ_J =4-1 xX*-1+ (XZZ_JZ =3
(x-1) +4-3(x*-1)=0 (x*-1)" +2*+3-3(x* 1) =0 (x2—1)3+13—3[(x2—1)2—1}:0
[(=2) 1] | (¢ =2)" = (2 -2) 2 -3 (x*~2) 2] (¢ -1)-2] =0
x2-[(xz—l)z—(xz—1)+1}—3x2[(x2—1)—1]:0 x2-[(xz—1)2—(x2—1)+1—3(x2—1)+3}:0

X (X +1-26¢ X2 -3¢ +8)=0  x*(x'~6x+9)=0 x*(x¢~3)'=0 [x(x*~3)] =0

X(x*-3)=0 = x=0 equindi y=—1 x’-3=0 x=%+v3 equindi y=0

Terzo procedimento

2
Se P[x; X2 +1j e un generico punto del grafico della funzione abbiamo:
X

2 2 2,12 2
AP=\/X2+[X2+1—j =\/x%{%} = x%%z(p(x)
X -1 X -1 (X2_1)

(p(x) e una funzione positiva e quindi il suo eventuale minimo coincide col minimo della funzione

x)=[o(x)] =x g'(X):Zx_lGX(Xz_l):Zx— 16 _ZX[(xz—l)s_g}
)

(x2 1) (xz—l)4 (x2—13 (xz—l)3
2x(x* -1~ 2)[(x2 1) 2(x? )+4} 2x(x*-3)(x" +3)

() (1)
g'(x)=0 = x=-+3 %=v3 x=0

-3 0 +4 4N
. . ' - I
25 5 T 1A t + s T T3 X
+ ) v TR P : ; ,z
vﬁbi_ P — %~3
ET Ll T AL ¥l 2o
L ) N ™ .
N7 $7 O'Q\G&' 9 Ln)
i i A v
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X,; X, 3 X; Sono tre punti di minimo. | punti B,;P,; P, appartengono al grafico della funzione y( ) ed

hanno minima distanza dal punto A.

0'(x)=2- 16(x¢ 1) ~16x. 3% (¢-1-6x)  16(5¢ +1)
(x ~1)™ (x2—1) (x2-1)°

2

X“+1 y+1
" — 3 = " 3 :lo 0 " O :1 = 2:— = = —
g(\/_)g(\/_) > g()8>0yx2_1:>x Vo1 x=0 < y=-1

\/7 y+1+ y 1 y+1+y3—3y2+3y—1_ y*—3y*+4y
y-1 y-1

— 3_3 2+4 , 3y2_3y+4 y—l _y3+3y2_4y
A" =p(y)= X m):( )(y-2-
y -1 (y—l)
¢l(y)=3y3_3y2_6y2+6y+4y_4_y3+3y2_4y:2y3—6y2+6y_4=2(y3_3y2+3y_2)
(y_1)2 (y—l)2 (y_1)2
2(y-2)(y?*-y+1)

P'(y)=0 = y=0 = x=+.3

o'(y)= -1

¢'(y)>0 se y>2 ¢'(y)<0 se y<2 y=2 punto di minimo

=

+
y_

<

Ai valori trovati bisogna aggiungere x=0 cioé y=—1 in quanto sappiamo che: x*=

-

Risoluzione mediante il metodo elementare

il suo minimo coincide col minimo del suo quadrato

~+1 Una costante additiva si puo trascurare:

( - )2 somma di due termini positivi. Infatti, se consideriamo i punti P, e P,
X" -1

avremo x<-1;x>1 sicché la quantitd x*—1 & positiva. Noi sappiamo che se il prodotto p di

opportune potenze di due variabili numeriche positive é costante, allora la loro somma & minima

guando le variabili sono proporzionali ai rispettivi esponenti.
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1
Il prodotto delle variabili positive (xz—l)2 e LZLZ} e costante (4) e quindi la sua somma e
X -1

minima quando le loro basi sono proporzionali ai rispettivi esponenti.

x? -1 4
2 (XZ _1)2 (Xz

—1)3=8 x2—1=2 x=+3

Co oo
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® e~ %f()wilb Rey)~ ﬂé,jl_z #1tyaa) <

7 B 1 g‘m:m) ITERTL LS NN RS P 540

Gan
5=

"3
()‘ L. - ) i = 'Lj e /}:j 1 ] e
% N1 nka )f"!] playal

[.%,H%)leﬂﬂgbi [,a, );;B T AL

L o= by L b B
- -ﬁuﬁ“”b"} v

4

0

/' a H P) s g g s ) - — ~ )
e B A 5 ()1~ oA = A 4 N2 =D BI-2
-1 Y= n+1 1= HUH/{) t RO 4) t l

Terzo quesito

3-Si studi la variazione della funzione y=3cos2x—-4cosx nell'intervallo 0<x<27
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3
4 Aiat j{"h’o =

Le ordinate dei punti di flesso sono -2,39 e 1,89 e si ottengono sostituendo i valori
x={a,;a,;a3;a,} nellafunzione y(x). Otteniamo:

~1-/73
=189 y(a)=Yy(a,)= 4*/>:—2,39

Y=y ) =28

FLQ.—HﬁJ F(a.—uﬁ] FL _—1—J7_3J F{ .—1—J7—3j
1| 4 2| Xas 1 3 0‘31T s Cp——

4

I coefficienti angolari delle tangenti di flesso sono:

m=y'()=898 m,=y'(e,)=-898 m=y'(a;)=—336 m,=Yy'(a,)=336

lﬂ.\n
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3

4. Si studi la funzione yzlJ)r(ZX

e se ne disegni il grafico y . Si scriva poi
I'equazione della tangente a y nel suo punto A di ordinata nulla e quella della
retta passante per A e tangente a y in un ulteriore punto B. Detta C
I'intersezione della prima tangente cony, si calcoli a) I'area del triangolo ABC, b)
I'area della regione finita di piano delimitata dal segmento BCe day .
Tl *f@— WM \j(“l: ‘f_’f_lf_'lz < 7t+_/!_i L ob{;m/{&{
: 2L 7L
comdinus  Vou £ 0
L i ‘J(n):-wo o&;ml‘&k e D W eaditals
— pt -
iR SN T2 SV
j: 20 .{-, A w,q,m ubw'lz.,u..o Al z.u.wu,(:) A.AM _,’%_: 0
MH* PEU‘"; K) L 01::’(”'4) IV % ot Na] /‘AM
Viogae. A\ whhnf’wu,ut J‘L..A‘LLNA wadaly oy wo/
l !
L RO WA 7 m,LL‘A,M TP VPRI,

3x-dy+3=0

| -7 A 0 Z 4 5
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