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Formule di addizione e di sottrazione

Sono formule che ci consentono di calcolare le funzioni goniometriche degli angoli oo + 3 ed o - B
quando conosciamo le funzioni goniometriche degli angoli ate 3 .

-

Siano e=P-O=cosa-i+siN@-] © 04 =0Q-0=cosp-i+sing-] due qualsiasi vettor
applicati in O, periqualirisulta: o = (T,g) PB=( TG) :
exu =cos(a-P)= (COSa-T + sina-?)x(cosﬂ - sin g -T)
cos(a — f3) = cosacos B + sinasin S
Mutando 3 in - B otteniamo : cos(a + B) = cosacosB — sinasinf

Poiché il seno di un angolo é uguale al coseno del suo complementare possiamo scrivere ;
. | = ] F(;z j 1
sinla + =co§y — - |la + =co§|——-a |- =

(@ +8) =cog —[a+p)|=coy| a

= co{% - ajcos,B + sin(% -~ a]sinﬂ sin(a + B) = sinacos B + cosasinf

Cambiando B in - 3 otteniamo : sin(a — B) = sinacos B — cosasin g

sina cos sing cosa
B sin(a — ﬂ) sina cos f — sin S cosa _ COSa COs f3 coSa COS 3

gla — = = o - -
g( ) cos(a — ﬂ) cosa cos B + singsing  CoSacosf sinasing
COSc cos CoS« cos 3
P ]
concosa#0,cos B#0equindi: tg(a — B) = 9x ~ 95 yij L # (2k + 1)Z
’ 1+ tgatyB [ 5
a-p
P ]
i : i . tga + tgp L /4
Alla st d trache: t === # |2k + 1)—
a stessa maniera si dimostra che :  tg(a + ) e [ﬂ J (2k + )2
a+ p
cosacosf sinasing
cos\a + Cosa Cos B — sina sin ina si ina si
cotg(a + )= @ + p) _Cosacosp — sinasing _ sinasing  sinasing

sinfla + B) sinasing + cosasing SNaCosf  cosasing
sina sing sina singg

cossino#0,cosB#0.
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cos X
P ]
cotgacotgp — 1 J L
cot + = # KT
g(a ﬁ) cotga + cotgp p J
a+ f
P )
. - ] cotgacotgp + 1 J L
Alla stessa maniera si dimostrache : cotg(a — ) = Yij # Kkm
cotgpf — cotga t
a-—-p

<< Calcolare i valori naturali delle funzioni circolari degli angoli di 15° e 75°>>

€0s15° = c0s(45°—-30°) = cos45°-c0s30° + sin 45°-sin 30° = \2523 + 72% = \E(\fﬂ) = \/EZ\/E = sin75°
sin15° = sin(45°-30°) = sin 45°-c0s30° — c0s45°-sin30° = V243 21 \E( 3_1) _ Vo2 _ oS 75°
2 2 2 2 4 4
tg15° = sin1se _ y3-1_ 2 -3 =cotg75° cotg45° = ! 1 5 J3=tg75°
c0s15° 3 +1 tg15° 2-+/3
sec45° = 1 4 _ V6 ++/2 = cosec75°
c0s15° /6442
1 4
Cosec45° = = /6 — /2 = sec75°

sin15° /62
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Angolo formato da due rette

E’ noto dalla geometria euclidea che due rette r ed r; non orientate formano quattro angoli a due a
due uguali ed a due a due supplementari . Questo significa che , in generale , le due rette formano
quattro angoli di cui due sono acuti ed uguali tra loro, gli altri due sono ottusi,uguali fra loro e
supplementari dei precedenti . Se le due rette sono fra loro ortogonali allora i quattro angoli sono
uguali fra loro e sono pertanto retti . Noto il valore 9 di uno di essi possiamo facilmente calcolare i
valori degli altri tre . Supponiamo che le rette considerate abbiano equazioni :

a
r:- y=mx+n oppure ax+by+c=0, m=—E

r, y=mx+n oppure ax +by+¢ =0, ml:_i

Poichérisulta: tgo = m ,tgp =m,8=9+9 (3=56-9)

tgo —t - _
possiamo scrivere : tg$ = tg(cS - (/)) _ 90 9% g9 = L Ml R ab, — ab [1]
1+ tgetgo 1+ mm aa, + bb
— _ _ m-m ab — ab
B=n-9 =>tgp=tg(n-9)=-193 = tg p = = [2]
1+ mm aa, + bb
Quindi se intendiamo riferirci all’angolo acuto 3 dobbiamo scrivere :
tgrArl: m-m| _|ab —apb g9 m-m| _|ab —apb
1+ mm aa, + bb 1+ mm aa, + bb
nilr= m-m=0 = m=m y 1
che  esprime la condizione di
parallelismo gia trovata per altra via .
nilr = ,9:% = tgd=0 = y=mXx+n
@ R
1+m-m =0 0 > X
che esprime la condizione di r
perpendicolarita gia trovata per altra via .
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Formule di duplicazione

Le formule di duplicazione si ricavano da quelle di addizione ponendo inesse a = S.

Esse ci consentono,noti i valori delle funzioni circolari dell’angolo o , di calcolare quelle
dell’angolo doppio 2a. .

Sin2a = Sina cosa + Sina CoSa = 2Sina cosa Sin2a = 2Sina CoS«a

cos2a = cos’a — sina = 2cos’a — 1 =1 - 2sin‘a

((Zk +1)% . (2K +1)90°

tg2a = L@; con a#
1-10° |
[(2k+1)
2 —
cotg2a = cotg'e — 1 con a¢k£
2cotga 2

<< Calcolare i valori naturali delle funzioni circolari degli angoli di 36° e 54° >>

5445 3-45 J5+1
c0s36° =c0s2-18° = c0s’18° — sin?18° = P == . = sin 54°

2
sin36° = 2sin18°cos18° = 2\/54_1\/10;72\@ - \/<\/§ - 1) (10 + 2\/3) =

8
3= VE5VB) _ fro-2E
4 4

sin36° {10 - 245  [10-2v5  [5- 45
tg36° = = = = = /5 - 2/5 = cotg 54°
] cos36° 1+ /5 \/(1 +5) \/3 + 45 °

1 1
cotg 36° = = =25 + 1045 = tg54°

tg36° 5
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Formule  parametriche
Le formule parametriche sono formule che ci consentono di esprimere razionalmente le funzioni

circolari di un angolo mediante la tangente goniometrica dell’angolo meta .

Esse si deducono dalle formule di duplicazione .

2sina cosa
_ _ 2sina cosa P 2tg o
sin 20, = 2sino. cosoL = — — - 5 COS @ = .
cos’ a + sin‘a COSa+S|na 1+ tg’a
cos’a  cos’a

. 2tg o T
sin2a = LZ con @ =(2k + 1)— keZ

1+1t9°a 2

cos’a  sin‘a

2 -2 2
oS a — SiNa _ cos’y Coszazl—tga

Cos 20 = :
cos’a +sin‘a Cos@sine 1+tg'a
cos’a  cos’a
_ 2
cos2a = 1# con «a ¢(2k + 1)1 keZ
1+ t9°cx 2
[ %
(2k +1)= , (2k +1)90°
2tg o 2
920 = ——— con a#
1-tg°a | r
[(Zk +1)—
4
2 _—
cotg2a = cotgra -1 con a # kz
2cotga 2

Formule di bisezione
Le formule di bisezione permettono di esprimere le funzioni circolari dell’angolo o mediante

quelle dell’angolo doppio 2o . Si ricavano dalle formule di duplicazione .

c0s2a =1-2sina = sina = i\/@
cos2a = 2cos’a —1 = cosa = i\/@
— T
tga = + 1 - cos2a con a¢(2k+l)— keZ cotga =+ 1 + cos2a
1+ cos2a 9 [ cos2m
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i .. . in2 1- 2
Dimostrare le due seguenti identita: tga = _Shhea tga = ﬂ
1 + cos2a sin2a
sina 2cosa  2sina COsa sin2a sin 2«
cosa 2cosa 2¢05° a g, =+ COSca 1 + cos2a
2
1 - cos2a
sing 2sina_ 2sin‘a < 5 sin 2a
tg o= . K = _ = - = tg o = ——
cosa 2sina  Sin2a sin2a 1 + cos2a

Calcolare i valori delle funzioni circolari degli angoli di 22°30’ e 67°30’ .

1 + cos45° 24+42 1

C0522°30' = _| A = 1/ y = ?/2 + /2 = sin67°30’
1 — cos45° 2 1

sin22°30" = / */_ = 2 — /2 = c0s67°30

-2 V-1 |(V2-1)
tg22°30’ = = = ( ) =J2 - 1= ctg67°30’
+\/_ \/§+1 2 -1
t g22°30 L tg67°30
({0) ° R = = o !
g 77 -1 9

Formule di prostaferesi

Le formule di prostaferesi servono a trasformare somme algebriche in prodotti , servono cioé a
rendere logaritmica una espressione polinomia .

Esse si ricavano dalle formule di addizione e sottrazione tenendo presemnte le seguenti relazioni :

[ p+g
a+ pf=p Ja_ 2
«-p=al = | P-q
7=

sin(a + B) + sin(a — B) = sinacosp + sinBcosa + sinacosp — sinBcosa = 2sinacosf

sinp + sing = 2sinL ;r qcosp;q
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cos(a + B) + cosa — B) = cosacosf — sinasinB + cosacosB + sinasinB = 2cosasin B

cosp + cosq = 2cost— deos P — 4
2 2
sin(a + B) — sin(a — B) = 2cosasing  sinp — sing = 2cos P ;r 9sin P ; g
cos(a + B) - cosa — B) = —2sinasinp cosp — cosq = — 2sin P ;r 9sin P ; g
+ (90° - — (90°-
sinp + cosq = sinp + sin(90° — ¢) = 2sin P+ | q)cosp (2 a)
sinp + cosq = 25in(45° . P ; qjcos(p ; a_ 45°j
+ (90° - — (90° -
sinp — cosq = sinp — sin(90° - q) = ZcosIO ( q)sin i ( 5 q)
sinp — cosq = 2cos(45° T %)sin(% — 45°j
' i ' + in(q +
tgp + tgq = SNPCOSY + sinqcosp _ sin(p + q) cotg p £ tgq = 3|r_1(q ! p)
COS PCOS( COS PCOS( sin psing

<< Risolvere la seguente equazione goniometrica sin5x — sin3x = C0S6X + COS2X >>

Applicando le formule di prostaferesi otteniamo :

8x . 2x 8x 4x L .
2COS?SIH? = Zcos?cos? Cloe : C0S4xsinX = C0S4XCos2X ;

. T T
cos4x(sinx — cos2x) = 0 , cosdx = 0 = 4x = (2k + 1); ;X = (2k +1)E
sinx — c0s2x = 0 = sinx — cos’x + sin’x = 0, 2sin’X + sinx —1=0

sinx = % = x = (-1)"30° + k-180° , sinx = -1 = x = (4k — 1)%
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Formule di triplicazione

Si ricavano applicando le formule di addizione.
sin 3o = sin(a + 2a) = sinacos2a + Sin2acosol =
sina(cos?a - sina) + 2sinacosacosa = 3sinacos’o - sin‘o = = 3sina(1 - sin‘ay) - sina
sin3a = 3sinacos’a — sin*a = 3sinacos’a — sin‘a
cos3a = cos(a + 2a) = COSacoS2a. - Sinasin2ol =
= cosa(cos’a - sin’ay) - 2sin‘acoso = cos o - 3cosasin®o =
= cos®a - 3cosa(l - cos’o) = cos’a - 3cosa + 3cos’a = = 4cos o - 3cosa
cos3a = cos’a — 3cosasina = 4cos’a — 3cosa

In maniera del tutto analoga si dimostrano le seguenti identita :

3 —_—
B : cotg3a = cotg’a : 3cotga
1 - 3tg°ex 3cotg’a — 1

o . . tg 3y 2cos2y + 1
Verificare la seguente identita : =
tgy 2cos2y — 1

1-cos2y
tg3y g y(3 - tgzy) _ 14 cos2y 3+ 3cos2y — 1+ cos2y  2cos2y +1
tgy - tg y(l — 3tgzy) B 1 3(1—0032y) 1+ cos2y — 3 +3cos’ y B 2cos2y —1
1+ cos2y

Eliminare I’angolo 39 dal seguente sistema :

(% = 3c0s9 + 4cos* @ — 3cosd
X = 3C0s$ + C0S33 J X = 4cos’ 9
_ _ X = 3sind + 4sin’9 — 3sing
3sing + sin39 y = 4sin°9

<
Il

w [N

Il
[HEN
I

cos’ 9 + sin’g

i
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sinx + siny =1
Risolvere il seguente sistema goniometrico
COSX + cosy =1

[ x+y x-y

2sin 5 cos ) =1
Dividendo membro a membro otteniamo :
|, X+y XxX-y
[2cos cos =1
2 2

X
A A cioé:%y:45°+k180° X +y =90° + k360° [y = 90° + k360° — x|

Sostituendo nella seconda equazione del sistema otteniamo : cos X + cos(90° - k360° - x) =1
cos X +sinx =1 Si tratta di una equazione lineare in seno e coseno le cui soluzioni sono :
x = k360° X =90° + k360°

Formule di Werner

Le formule di Werner servono a trasformare prodotti in somme algebriche .
Esse si deducono facilmente utilizzando le formule di addizione e sottrazione in tutte le loro

possibili combinazioni .

Sina cos § = sin(a + ) er sin(a - ) cosersing = sin(a + B) ; sin(a — f3)
cosarcosf = cosla + ) + cosa - B sinasin g = cosla - B) - cosla + p)

2 2
Risolvere la seguente equazione goniometrica  4.sinx.sin3x =1
2(cos2x - cosdx) =1 Ma: cosdx = 2c0s°2x - 1 Quindi:  4cos?2x - 2c0s2x - 1 =0

1+\/§

COS2X 2x =+ 36° + k360° x =+ 18° + k180°

1-+5
4

COS2X 2x =+ 108° + k360° x =+ 54° + k180°

Le formule di Werner possono essere dimostrate vettorialmente .
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Formule di moltiplicazione

Le formule di moltiplicazione si ottengono ponendo nelle formule di addizione = (n- 1l)a .
sin(a + ﬂ) = sinna = sina cos(n - 1)a + COsa sin(n - 1)a
cos(a + ,6’) = COsha = cosa cos(n - 1)a + sina sin(n ~1a

tger + tg(n — 1o
1- tgatg(n — 1)a

tg(a + ﬂ) = tgha =

cotgacotg(n = 1)a =

cotg(a + fi) = cotgna = cotga + cotg(n —1)a

Formule di Simpson

Possono essere utili le seguenti due formule di Simpson :
sinng = 2cosf3 sin(n - 1),3 - sin(n - 2),3
cosnB = 2cosf cos(n - 1)ﬂ - cos(n - 2),8
Si ricavano dalle identita
sin(a + ﬂ) + sin(a - ﬁ’) = 2sina cos B cos(a + ﬂ) - cos(a - ﬁ’) = — 2sina sing
ponendo a =(n-1)p .
Infatti , in tal caso , abbiamo: o+ =n - +B =np ,
a-B=np-p-p=(n-2)p .
<< Applicando le formule di Simpson calcolare il seno ed il coseno degli angoli 3 e 4 >>
sin3 B = 2cosp sin 2P - sinp = 4sinp cos’P -sinp = 3sin P - 4sin’p .
sin 4B = 2cosp sin 3B - sin 2B = 2cosP (3sinp - 4sin’ B ) - 2sinp cosp =
= cosP (BsinB-8sin®B-2sinp) = cosP (4sinB-8sin’B)
cos 3B = 2cosP cos 2B - cos B = 4cos® B - 3cos B

cos 4B = 2cosP cos 3B - cos 2B = 8cos* B - 8cos? B + 1



