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01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

Definizione di iperbole e deduzione della sua equazione canonica
Si chiama iperbole il luogo geometrico dei punti P del piano per i quali si mantiene costante, in valore

assoluto, la differenza delle distanze da due punti fissi F ed F, detti fuochi. Per un generico punto P
dell’iperbole vale la seguente relazione: ‘ﬁPiFl‘ =costante=2a [1]

La retta contenente i due fuochi é I’asse traverso o asse focale dell’iperbole. Il punto medio
O del segmento FF, éil centro dell’iperbole. La retta perpendicolare in O all” asse focale

e I’'asse non traverso o asse ideale. Se scegliamo il riferimento cartesiano in modo che

I’asse x coincida con I’asse focale e I’asse y coincida con I’asse ideale allora I’equazione

dell’iperbole assume la forma: 5" y2 =1 [4]
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01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

Riferiamo il piano ad un sistema ortonormale di assi cartesiani Oxy in maniera che I’asse delle ascisse

coincida con la retta FF, e I’origine sia il punto medio del segmento FF,. Poniamo:

P(xy), FF=2c,

ﬁ-PT:l‘:Za con a,ceR*
Riferendoci al triangolo PFF, possiamo scrivere:
‘ﬁ?ﬁ‘<?ﬁ ciod 2a < 2c ciog¢ a<c

Applicando la formula della distanza fra due punti e tenendo presente che F(c;0) F,(—c;0)

la [1] diventa: ‘\/(x-c)2+y2 -\/(x+c)2+y2 =2a

Elevando ambo i membri al quadrato otteniamo:

(x —cf +y*+(x+c) +y* - 2\/[(x +c) + yZH(x —c) + yzjz 4a?

x2+c2—2cx+y2+x2+CZ+2cx+y2—4a2:2\/(x2+y2+cz—ZCXXX2+y2+c2+2cx)

x> +y> +¢® - 2a° = \/(xz +y o+ cz) — 4c?x?

Elevando al quadrato ambo i membri otteniamo:
(x2 +y:+ cz)2 +4a’ —4a2(x2 +y:+ cz):(x2 +y:+ c2)2 — 4¢°x?
4a* - 4a’x’ - da’y’ = -4c’x® (¢*-a%)x’-a’y’=a’(c-a’) [2]
Essendo ¢ > a possiamo porre: a’+b*=c® c¢*—a®=b* [7] per cui la [2] diventa:
b*x*-a’y*=a’h® [3]

Dividendo ambo i membri per a’b® otteniamo I’equazione canonica o ridotta o normale

2 2

x
<

2b2

dell’iperbole, cioe : =1 [4]

QD

A(a;0) A, (-a;0) vertici reali dell’iperbole B(0;b) B, (0;-b) vertici ideali

F(c;0) F,(-c;0) fuochi dell’iperbole ¢*-a*=b* c’=a’+b® c=.a’+b’
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y= J_er asintoti dell’iperbole

Iperbole di equazione —-==1
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a=3 b=4 c=+a’+b*=4/9+16=5
A(-30) A,(30) B,(0;-4) B,(0:4)

Sl

MHE—'- sy
Q

Asintoti

o i

-
R SRR SN Y

<
I

|
>
<
Il

|

|
>
-
1]

|

|
™.

Le rette che contengono le diagonali del rettangolo RSTU sono gli asintoti

dell’iperbole; esse sono tangenti all’iperbole nei suoi punti impropri, cioe all’infinito.

Gli asintoti godono della seguente importante proprieta: al crescere indefinitamente del
valore assoluto della x, i rami dell’iperbole tendono ad accostarsi agli asintoti senza

avere mai punti in comune con essa.

L’ellisse e simmetrica rispetto all’asse x, all’asse y e quindi anche rispetto all’origine

degli assi cartesiani.

1
"2

Se poniamo h:i2 k= o I’equazione dell’ellisse assume la forma hx*-ky®=1 che
a

rende piu semplici i calcoli nella risoluzione di alcuni problemi.

2 2

Yy _ 4

Se scegliamo I’asse y coincidente con I’asse focale I’equazione dell’iperbole e: —- o7
a
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x2  y? 2 y2
Iperbole con i fuochi sull’asse x: — - —=1 Iperbole con i fuochi sull'asse y: — - —=-1
P a2 b P Y
| A
¥ Y
n —-IF-IF-r
L -
X X
. b
J‘—‘&x L -m-F—‘-'
Vertici reali Fuochi Vertici reali Fuochi
Ay(-a, 0); Ax(a, 0) - A,(0, -b); A;(0, b) _Ja?+ b2
= AA; & |'asse trasverso R(=a*+b*, 0) = AA; & 'asse trasverso A0, —{a+b%)
Vertici immaginari R(/a?+b?,0) Vertici immaginari F2(0, ya*+b*)
By(0, —b); B0, b) By(-a, 0); By(a, 0)
= BB; & I'asse non Asintoti: y = iﬁx = ByB; & |'asse non Asintotiz y = :EX
trasverso a trasverso a
Relazioni tra i Eccentricita Relazioni tra i Eccentricita
zza:age:r[lz o= semifiistanz focale _ c Eza:air:'lze:r;z o semic'iistanza focale _ ¢
. semiasse trasverso a — semiasse trasverso b
=c=a+F =c=,a+P
Tabella 1 Caratteristiche di un’Iperbole con | fuochl sull’asse x.
Vertici Sono i punti d'intersezione delliperbole con l'asse
x; le loro coordinate si ottengono risolvendo il i
sistemna: . y )
Fi i A
X Y1 [x=xa e 200
a? b = -0 vertice vertice
y=0 r= . reale
_ O (a. 0) x
Si conclude che l'iperbole ha due vertici, A(-a,0) / 4, 0)
di coordinate (xa, 0). s Tt I
! ) o I - 3 )
Questi punti vengono anche detti vertici reali 3 vertici .
dell’iperbole, per distinguerli dai cosiddetti *° immaginari :
vertici immaginari, che sono i punti di
coordinate (0, +b). Figura 4
Asse E il segmento che congiunge i due vertici (reali) ¥
trasverso | dell'iperbole (4,4, in Figg. 4 e 5). . semiassi .
Asse non | E il segmento che congiunge i due vertici B,
trasverso | immaginari dell’iperbole (BB, in Figg. 4 e 5). N
. . . .. o . asse non ]
Semiassi Sono i segmenti in cui l'asse trasverso e l'asse non trasverso A
trasverso restano divisi dal centro dell‘iperbole di misura b 0 : X
(Fig. 5). 1 T
Le misure dei semiassi trasverso e non trasverso Sermiasel B,
dell'iperbole sono rispettivamente a e b.
: As55e trasverso,
di misura 2a
Figura 5
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Asintoti

Sono le rette che contengono le diagonali del
rettangolo di vertici P(a, b), Q(-a, b), R(-a, -b)
e 5(a, —b). Quanto pit x cresce, tanto pit i
corrispondenti punti dell’iperbole si avvicinano
agli asintoti; gli asintoti si avvicinano dunque
indefinitamente all'iperbole, senza tuttavia mai
avere punti in comune con essa.

| due asintoti sono le rette passanti per 'origine
e rispettivamente per P e @, da cui si ricava
che le loro equazioni sono:

=f—x
Y a

Figura 6

- g — =

Fuochi

T

Dalla relazione ¢ = a® + b? si ricava che:

c= -,,'ruz e
Pertanto i fuochi sono i punti:

F(-ya?+b?, 0), F,(+|a?+b?, 0)
Inoltre nel triangolo rettangolo OA,P risulta:

Teorema Relazlonl tral
Pitagora
di un’iperbole

quindi il parametro c & la misura della
semidiagonale del rettangolo PQR5 e la
circonferenza che ha centro in O e che passa per

uno dei vertici di tale rettangolo interseca l'asse x
nei fuochi dell’iperbole.

Figura 7

X
-

X F, (+ Ja +b, 0:|

Rette tangenti all’ellisse uscenti da un punto assegnato

- , X
Per calcolare le equazioni delle rette tangenti all’ellisse —-—
a

procede come segue:

2

y2

b7

1 uscenti dal punto P,(X,;y,) Si

(1) Siscrive I’equazione del fascio di rette di centro P,(X,;y,) Y-Y,=m(x-x,) [1]

(2) Otteniamo I’equazione a(m)-x*+B(m)-x+C(m)=0 [2] risolvente il sistema

Y-y, :m(x-xo)
XZ y2
PO

(3) Siimpone la condizione di tangenza, cioé si annulla il delta dell’equazione [2] cioe si pone:

B*(m)-4A(m)-C(m)=

0

[3]

Otteniamo una equazione di secondo grado in m del tipo: pm®+gm+r=0

[4]
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Le cui soluzioni m, ed m,, sostituite nell’equazione [1], ci danno le equazioni delle tangenti

richieste.

Retta tangente all’iperbole nel punto Po(xo;yo)

Per determinare I'equazione della retta tangente all'iperbole in un suo punto P(xy; y),
si puo utilizzare la formula di sdoppiamento:

XXy YYo _ : - x2 ¥
—uz — —bz = 1; ——— per l'iperbole 22 bz 1
XX YYo 2 2
_ =—1. - X Youu
a2 b2 —————— per l'iperbole 22 b2 1

Le formule si ottengono dall’equazione canonica dell'iperbole sostituendo il ter-
mine x* con xx, e il termine y* con yy,.

Proprieta fondamentali dell’iperbole

® | ’iperbole e simmetrica rispetto

1) all’asse x in quanto contiene i punti P(x,y) e P(x,—x)

2) all’asse y in quanto contiene i punti P(x,y) e P(=x,y)
3) all’origine in quanto contiene i punti P(x,y) e P(—x,~y)

® [ ’equazione [4] risolta rispetto ad y da:

y:igw/x2 -a’ [5] mentre risolta rispetto ad x da:  x= i%«/y2 +b®  [6]

La [6] mostra che una qualsiasi retta parallela all’asse delle ascisse incontra I’iperbole in due punti,

mentre la [5] mostra che una retta parallela all’asse delle ordinate incontra I’iperbole in due punti solo
quanto risulta: x*-a°>0 ciogéper x<-a A x>a .

Quest’ultima relazione ci consente di affermare che I’iperbole e una curva aperta esterna alla striscia

delimitata dalle rette x = —a ed X =a
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® |’iperbole incontra I’asse x nei punti A(a,0) A'(—a,0) manon incontra I’asse y. Infatti ponendo

: . . . . X
nell’equazione € [4] prima y=0 epoi x =0 otteniamo: — =1 x=+a x=z=a

y> = —b* equazione che non ammette radici reali.

o La retta FF', nel nostro caso I’asse X, € detta asse focale o asse traverso. Il punto medio del

segmento FF' , nel caso nostro I’origine degli assi cartesiani, € il centro dell’iperbole. La retta

perpendicolare in O all’asse focale, nel caso nostro I’asse y, € I’asse non traverso o asse ideale

® IpuntiAed A" sonoivertici realidell’iperbole, i punti B(0,b) B'(0,-b) sonoivertici
ideali (o secondari ) dell’iperbole. L asse reale contiene sempre i vertici reali dell’iperbole.

® Nei problemi metrici, col termine di asse dell’iperbole si intende la lunghezza 2a del
segmento  AA’, semiasse la lunghezza a dei segmenti OA = OA’, distanza focale la
lunghezza 2c del segmento FF', semidistanza focale la lunghezza c¢ dei segmenti
OF = OF', asse ideale la lunghezza 2b del segmento BB’ , semiasse ideale la lunghezza b dei

segmenti OB = OB’

2 2
® Se scegliamo I’asse x coincidente con I’asse focale I’iperbole ha equazione —; - zz =1
a
2 y2
Se invece scegliamo I’asse y coincidente con I’asse focale I’equazione dell’iperbole e: —; - o? =-1
a
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L’asse focale contiene sempre i vertici reali dell’iperbole. Questo significa che la retta passante per i
due fuochi dell’iperbole coincide con la retta passante per i vertici reali, cioe la retta che realizza

I’asse focale coincide con la retta passante per i vertici reali .

Eccentricita e direttrici dell’iperbole

¢ a’+b? bY . . o
Il seguente rapporto e=—=~——= [1+| — | >1 é detto eccentricita dell’iperbole.
a a a
. . a_ a _ ¢ ... ) L
Le rette di equazioni x=+—=+—=+— sidicono direttrici dell’iperbole e sono ad essa esterne.
e c e

OSSERVAZIONE
Chiamasi direttrice, coniugata del fuoco F, la retta d perpendicolare all’asse focale e passante

o 2
per il punto D quarto armonico dopo A, A, F , ciog: OF -OD=0A" op=-& |OD|<|OA|
c

22
Per I'altra direttrice si trova: OD'=—n > 2 |OD|<|OA]
DF” ¢

Da quanto detto possiamo affermare che “I’ellisse & il luogo geometrico dei punti del piano per cui e

costante il rapporto delle distanze da un fuoco e dalla relativa direttrice”, cioé: %: FF:IZ =

Asintoti
Le coordinate dei punti comuni alla retta y=mx ed all’iperbole riferita ai propri assi si ottengono

2 2
Xy 2 2,2 212
- - - . _—_:l X m-X _ 2 2 2 2 A2RK2 2 a. b
risolvendo il sistema: a? b? g_b—z_l (b —a‘m )x =a‘b® X T
y = mx
tab +abm
Jb?—a?m? Jb?—a?m?
Le [1] hanno significato quando risulta: b®—a*m?*>0 cioé quando risulta: -9<m<9
a a
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In tal caso laretta y=mx incontra I’iperbole in due punti. Questa circostanza non si verifica quando

b . b b
risulta: [m|>= cioé per m<-— v m>—
a a a

Le rette di equazioni y:iEX [2] si dicono asintoti dell’iperbole e sono le rette tangenti
a

all’iperbole nei suoi punti impropri, cioe all’infinito. Geometricamente rappresentano le diagonali del
rettangolo RSTU individuato dalle rette di equazioni x=xa, y=+b. Gli asintoti sono rette che
godono di una particolare proprieta che metteremo in evidenza col seguente ragionamento:

La retta di equazione x=k >0 incontra la parte superiore del ramo destro dell’iperbole nel punto P

2
yo=2k : yp=9x/k2‘az :Ek\/l_%
a a a
e I’asintoto di equazione y:EX nel punto Q. o . = Yo~ VY
a / a
PQ=Y,—Vp :Ek[l_ 1—F]

Questo risultato ci consente di affermare che il ramo di iperbole considerato e sempre al di sotto

. L - : a’ : a’
dell’asintoto. Inoltre, quanto piu k & grande tanto piu é piccolo il rapporto pel (precisamente pel ha

per limite lo zero quando k tende all’infinito), cioe il segmento PQ diventa piu piccolo di un
qualsiasi altro segmento scelto (piccolo) a piacere. Pertanto la proprieta notevole degli asintoti € la

seguente: “al crescere indefinitamente del valore assoluto di x, i rami dell'iperbole

tendono ad accostarsi agli asintoti senza mai toccarli (a distanza finita)”.

L’iperbole si sviluppa tutta nei due angoli individuati dagli asintoti contenente I’asse focale.
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10
7.5 .
5 /
Q.

2.5 p

Iperbole equilatera
Se a=Db I’iperbole si dice equilatera e la sua equazione diventa: x*-y*=a’ [3]

I suoi asintoti, che hanno equazioni y=%x, sono le bisettrici degli assi cartesiani e risultano fra loro

perpendicolari.  c’=a’+b?=a’+a’=2a’ c=a/2 ezgzﬂ:ﬁ

Iperbole equilatera con i fuochi sull'asse x Iperbole equilatera con i fuochi sull'asse y

"’.'. ! F_t:CI: u\"'E]l

Asintoti: y == %x =+x Asintoti: y = = %x ==+x
Semidistanza focale: ¢ =jo”+a” = a2 Semidistanza focale: c = /o’ + o’ = a2
Fuochi: (za+2, 0) Fuochiz (0,+a+/2)

II_ — I'_ | —
Eccentricita: e = a2 =42 Eccentricita: ¢ = 0;2 =42

a

Iperbole equilatera riferita ai propri asintoti
L’equazione cartesiana dell’iperbole equilatera si semplifica notevolmente quando assumiamo come

assi cartesiani di riferimento gli asintoti che, come sappiamo, sono fra loro perpendicolari.

Si puo dimostrare che le equazioni di tali iperboli assumono la seguente espressione:

xy=k keR =R-{0}

Pagina 11 di 55



01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

b
y
y ; k<0
k=0
Aq
AZ
el (9] X
Ay
A
y -

A (V=k; —=k)
A, (—V=k;V=k)
F,W=2k; —y-2k)
F,(~vV=2k; V= 2k)

,\‘L -"*

k>0 k<0

L’equazione cartesiana dell’iperbole equilatera si semplifica notevolmente quando assumiamo come
assi cartesiani di riferimento gli asintoti che, come sappiamo, sono fra loro perpendicolari.
Se I’orientamento dei nuovi assi cartesiani XOY e quello messo in evidenza nella figura, dovendo

essere $=-45°, le formule di trasformazione per le rotazioni assumono la seguente forma:

x=X -cos&—Y-sinS=%+ng(X +Y) xzﬁ(x_y)
N 5 by 2 B
y:X-sin8+Y-cosS:—$+—2:7(—X +Y) Y:T(x+y)

Sostituendo le [4] nella [3] otteniamo: {%(X +Y)} {g(—x +Y)} =a’

l(x2+\(2+2X\()—i(xzwz—zxY):a2 XY =La?=costante=k e R* [5]
2 2 2

La [5] rappresenta I’equazione di una iperbole equilatera riferita ai propri asintoti. Essa si sviluppa

nel 1 e nel 111 quadrante.
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oFzczavy 1)

Per 9=+45° le formule di trasformazione per le rotazioni assumono la forma:

2 2

XzT(X -Y) [4] X =7(x+ y) -
y=§(x +Y) Y=%(—x+ y)

L’equazione dell’iperbole (che in questo caso si sviluppa nel Il e 1V quadrante) diventa:

XY:—%aZ:costante:-k [8] con keR*

Le equazioni [5] e [8] possono essere riunite nell’unica equazione XY =h con heR—-{0} [9]

9 3(
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La [9] rappresenta I’equazione della proporzionalita inversa delle variabili X e Y ; possiamo

concludere affermando che I’iperbole equilatera riferita ai propri asintoti rappresenta il grafico della

proporzionalita inversa.

Sia XY=heR™* [I’equazione di una iperbole riferita ai propri asintoti.

A(ﬁ,ﬁ){ﬁaﬁaj A(_ﬁ,ﬂ){_ﬁaﬁa]
A'(‘JE"JH)EK‘%&‘%&} se heR" A,(ﬂ'_ﬂ)z(ga’_%ﬂ se heR"
F(\/ﬁ,\/ﬁ)s(a,a) F(—\/ﬁ,\/ﬁ)s(—a,a)
F’(—\/ﬁ,—\/ﬁ)z(—a,—a) F'(\/ﬁ,—\/ﬁ)z(a,—a)

a=d(0,A)=2Jn|

Iperbole equilatera riferita ai propri asintoti
L’equazione cartesiana x*-y?=a’ dell’iperbole equilatera si semplifica notevolmente quando

assumiamo come assi cartesiani di riferimento gli asintoti che, come sappiamo, sono fra loro

perpendicolari. Si puo dimostrare che le equazioni di tali iperboli assumono la seguente

espressione: xy=k keR =R-{0}
y
y ‘ k<0
k>0

A

A, :
—— 5 — - x: (9] X
W A,
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A, (WkVk)

A, (-Vk; —Vk)
F, (V2k; V2k)
F,(—V2k; —v2k)

k>0 k<0

A @0) A, (-a;0) F (aV2:0) F,(-av2:0)

Equazione  dell'iperbole  equilatera Equazione

dell'iperbole  equilatera
riferita ai suoi asintoti mediante una

riferita ai propri asintoti mediante una

&
a” 2
XY=-=— a
. . . XY =2-
rotazione di +45°. 2 rotazione di —45°. 2
2 2
¢ Z; % =1,a<c y y= %x
y=-= % X y= % X
B)
B,(0; b)
]
Fyl=c; 0) N\ e %, Fy(c; 0)
A1(‘-a ; 0) ™~ Az(a ;0) X A]‘ :Az =
B4(0; —h) !
BT
. . i yaaby
Iperbole con i fuochi sull’asse delle x : e v o \\
XZ y2 a‘ b?
a® b’ Iperbole con i fuochi sull’asse delle y:
A(20) A(-20) F(c0) F(-c0) Xy Xy
b’ & o a® b
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Iperbole con I’asse focale coincidente con I’asse delle x vt
2 2
X \
a b . . DR ‘
\ ! 5 :
: 2

b % 7 a [ 2
= +—/X° — a X =1—4y° + Db : 1 i
y b y (8] il

i 1
b NN T Wil '
y = +£—x equazioni dei due asintoti dell’iperbole ; -3
a 7 il A A
-4
Iperbole con i fuochi sull’asse x Iperbole con i fuochi sull’asse y

Equazione: ;—i — -‘;—j =1. Equazione: Z—i - *;;—j =—1.

Asintoti: y :—%x, y= %x. Asintoti: y Z—%x, y= %x.

Fuochi: F,(— ¢ 0), F,(¢0), con ¢ = Va?+ b2, Fuochi: F(0;— ¢), F,(0;¢), con ¢ = Va2 + b2,
Eccentricita: e = % = @. Eccentricita: e = % = \-z12{97+b2

x=cht
{y—sht sono le equazioni parametriche dell’iperbole equilatera x*—y*=1

Pagina 16 di 55



{

01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

x=a-cht _— : ,: : 2 j2_ 2
¢ ht sono le equazioni parametriche dell’iperbole equilatera X“—y“=a
=a-s

e*-e* _ e*-1_  1-e*

sh=a- =a- =a
2 2e* 2e™
ex+ex ez><+1 1+e—2x
ch=a =a- =
2 2e* 2e™

Iperbole equilatera riferita ai propri asintoti

A ’
xy =k, k>0 ' g Ay
y=X ' xy=k, k<0
F,
A Fi
v X A
A o] > 0 o
a=\J k =
F 2k, c=2¥k a=vY-2k, c=2V-k A
1 A,=(Vk: -Yk) _ 2
A1=(_ﬁ, ﬁ) F
A,=(Vk ;¥k) B TR ) 2
bt ] 2= - y=-X
Fi=(Y2k; 2k) Fy= (-V=2K; \=2K)
F,=(2k ;¥2k ) Fo= (V=2K; ~V=2K ) |
a. Se k>0, i vertici e i fuochi appartengono b. Se k<0, i vertici e i fuochi appartengono
alla bisettrice del primo e terzo quadrante. alla bisettrice del secondo e quarto quadrante.

Rette tangenti all’iperbole uscenti da un dato punto

2 2

Per calcolare le equazioni delle rette tangenti all’iperbole —2—§:1 uscenti dal punto Po(xo;yo) si
a

procede come segue:

(1) Siscrive I’equazione del fascio di rette di centro P,(X,;y,) Y-Y,=m(x-x,) [1]
(2) Otteniamo I’equazione A(m)-x*+B(m)-x+C(m)=0 [2] risolvente il sistema

Y-y, =m(x-x,)

2 2

Xy _
PO
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(3) Siimpone la condizione di tangenza, cioé si annulla il delta dell’equazione [2] cioe si pone:
B*(m)-4A(m)-C(m)=0 [3]
Otteniamo una equazione di secondo grado in m del tipo: pm?’+qm+r=0 [4]

Le cui soluzioni m, ed m,, sostituite nell’equazione [1], ci danno le equazioni delle tangenti

richieste.

Osservazione

Le radici dell’equazione [4] sono:
e reali e distinte: P,(x,;y,) & esterno all’ellisse e le tangenti sono due e viceversa
® reali e coincidenti: Po(xo;yo) appartiene all’ellisse e si ha una sola tangente (meglio le due

rette tangenti sono sovrapposte) e viceversa

e complesse e coniugate: P,(x,;y,) & interno all’ellisse e viceversa. In questo caso non

esistono rette reali tangenti all’ellisse.

® Se nessuna delle coordinate del punto P, (x,;y,) € nulla, i calcoli sono laboriosi.

Caso numerico

(6]

9X*-y*=9 P —;E y—E:m x—E equazione del fascio di rette centro P, EE]
37 7 7 77

y—mx—Em+§ 5 3Y
77 9x2—(mx——m+—) -9=0

9x*—y*=9 [

, 25 , 9 10 6 30

M e+ M X——mX+—m-9=0
49 49 7 7 49

9x* —m?x

49(9—m? ) x* +14m(35m—3) x—25m? +30m —450=0 %:4m2+5m—75:0

m=-5 mzz? m=-5 = y—gz—S(x—g] y—$:—5x+§ t: y=-5x+4
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y=3X

y=—5xs T2(5/3;4)

Po/ | 9x"2-y*2=9

T1(5/4;-9/4)

I punti di tangenza si ottengono risolvendo i seguenti sistemi;

5
9x*—y*=9 =2 T(g_gj 9x*—y*=9 x:g T(E"‘j
y=—5x+4 9 44 15x-4y-9=0 | _, 2\3’
4

6

4 y:3x Tz

2 .

p 15x-y-21=0
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Altro procedimento

e Si applica la regola degli sdoppiamenti cose se P, @%} appartenesse all’iperbole. Si

ottiene I’equazione della retta s passante per i punti di tangenza T, (;—%J eT, (%4]

Retta s: 15x-y-21=0

e |e coordinate dei punti T{%;—%) e T{%Aj si ottengono risolvendo il sistema formato

dall’equazione della retta s e dall’equazione dell’iperbole.

e Lerette PT, e PT, sono le due rette richieste.

15x—y-21=0 y=15x-21 |y=15x-21 ) ,
Ox°—225x°+630x-441-9=0

9x2—y?=9 9x*—y?=9 |9x*—(15x—21)"~9=0
XFE X, =2 5 9 5
12x*-35x+25=0 q 4 23 1(—;—— T{,
4" 4 3
Y1:_Z y2=4

PT,: y=-5x+4 PT,: 15x-4y-9=0

Retta tangente all’iperbole in un suo punto

Primo metodo
Si procede come indicato nel paragrafo precedente. Si prevede che il delta dell’equazione risolvente

il sistema sia nullo e che le radici dell’equazione di secondo grado in m siano reali e coincidenti.
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Secondo procedimento: regola degli sdoppiamenti

”ﬁ"‘“‘*’ "*WMM de £ tgrcommur Autlo rabla,
ﬁ S fonear 28 - ¥,

*.uub F,,(Wo.‘!alz at T
o X oJ <
}'&T sz"‘] “

o o 4 (00l Ao dos J‘fz)l'/qc.&y/
v L A @ La
AT I e bl e
Maal ol A V-
JWM W/u”a- PJP{_«L

W-No - j Yo oo~ LN~V -y ]

wur |22 -
7(.("(0 Jl jD yA'\JO :'"yp

pey= _Z:%:__ 34 ~4 A...HMuJuA:uub.,,

bz & Mgrubrno :
Pl?e'rw> 7(0 -50-. &ﬂww
at b

1
LD A5 A
al T/ 4

(U )0V M) Y4, )
a o b1 =

3(”)( \7&*”0 ) | \_‘,(44‘.’0 -
yaYo bl

Pagina 21 di 55



01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

Watdo  wVo . Jatio ;*"’ -0
X ¥-J0 L LpLed hiaep
(L- WM&
(X4 9)o) Y (‘JN‘-’ob]-Ll—-‘ Yol - P Miarnle
| v

at Po Py

b= P=> %0 A Y Jo
A ant Puadeuli Lapnla ;
2l (Y _ AY,(YYe) h)
ot At -

t ¢ ¥y -
Aol _ 3,,)(4_(;:,} _)!__}:0 Ao - :J_‘LJ__J.

a:l 61 al bl a b

Regola degli sdoppiamenti

R C e Yol +X0 Y
R L A I
XotX = I
{ AT
Y L 5 I j D

Terzo metodo

j: I -2_— xl-al

L’equazione dell’iperbole scritta sotto forma esplicita é :

,{',z,,., psarng dulle. neblo f..;va.&' of il
M O PE f'nw +(3-%0)

-4
| 220 : fj-
AR S R Y o 3
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J"lo,.': *j
U‘t i

Yol YOI fi‘[xt-'z' = x‘a.‘-:_;.
¢

"'v""-h )‘01__ L

\J %ya a}. ?‘0

Y, :L Ze(n-4) (X*‘Jo)Jo - (e210).
bt a4l

J shbw cwyz K ;e Yooz K

Meca f)“‘l)‘-‘ (XN }u.Ha K‘“‘-‘ta P> le. Ly tes K \f-Yp = mlndy
Mudfa d’}:; Po f:}f““’b“ wlle A )

‘L‘”U"#fh ‘ )uwt A leney -

Y3 Yot ulit-1ty) Yoo + Aa)it <« anaXo X~ K
L 4 Ma')‘l lMﬂl ..:‘0))‘ “HoYps D

a: tmﬂv‘lolwmﬂoy,.o mY w,,..mzryuma %S 9
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(M0 +Yo)l =0 Az ~Ye Yooz~ Je ( x-%o)
2

, 7’0
JVe g 2¥e _p 4.4_:1 420
)o 10 7(0
5 Ao ) €
o

Col metodo delle derivate abbiamo:

J K 't~ 2eYo Yy
= ez - \jnv'\_\_: ~Jo

.fa*w-awua La
?Jo - e L)t-"")

Wo

d,( P YINED TP T I'LTIJAL‘M @

a 1+ 2
S e
Equazioni parametriche dell’iperbole : y
=b-tg3 =b-
y g 1_ 2
x=a-cht ef-e* _e¥-1_1-e% e +e” e +1_1+e™
sh= = = - ch= = = -
y=b-sht 2 2e*  2e* 2 2e” 2e”

sh=seno iperbolico ch=coseno iperbolico

L’iperbole traslata
Una iperbole si dice traslata se i suoi assi sono
paralleli agli assi cartesiani. Se O'(x,;Y,) €il centro

dell’iperbole traslata, allora la sua equazione e:

(X - XO)Z _(y _yO)Z

a’ b?

=1
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che, ridotta a forma canonica, diventa: ~ mx* +ny” + px +qy +r =0 con m ed n discordi

0

(m-n<0)e: x :'% yo='2q—n F(x+cY,) F'(%~CY,)

Equazione canonica dell’iperbole traslata utilizzando il metodo del
completamento dei quadrati

mx>+ny’ +px+qy+r=0 m-n<0 Supponiamochesia: m>0ed n<0

m(x2 +£xj+ (yz +gyj:—r
m n

IV S i I SR VO S Gl
m{)(+m)(+4m2 4m2]+(y+ny+4n2 am? )=

2n 4m  4n
2 2
() (2
2m) 2n 1 2225 po XO__p yO:_i
S _ S m n 2m 2n
m n

(X_XO)Z (y'yO)z_l
@  b>

Esempio numerico ~ 9x° - 25y” - 18x - 150y + 9= 0 9(x*-2x) - 25(y*+6y)=-9
9(x-1)° >4 —25(y+3)° +225=4  9(x-1) —25(y+3) =-225

25(y 3y ~o(x-1 225 O G

2

1

x,=1 y,=3 a’=25 h?=9 c’=a’+b’=25+9=34 c=+/34
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La funzione omografica

ax+b
cx +d

Lafunzione y = con ¢c#0 A a-d-b-c#0 edettafunzione omografica.

Il suo grafico y é unaiperbole equilatera con gli asintoti paralleli agli assi cartesiani.

Funzione omografica ¥ " X=— !-‘r
| o c
y Y {
| i
1
: i
| 1
- A=t
C | i =
el e s o e s —— i
TREe :O"—i; a) X SR BTl L 'f{; """"" ..'-'c
‘l | 5 z H /f-F
L : =
0 ;_% x 0 ! X
1
| 1
P | _ax+b
I cx+d ! _,F_ li:.XH d
|| (c=0; ad-be=0) "

B

. d a
Il suo centro coincide col punto O'(-—;—)
cc

. - d a
| suoi asintoti hanno equazioni: x=-— y=—
C c

b . b . L o N
Xx=0 = y=—; y=0 = x=-— y incontra gli assi cartesiani nei punti:
a a

) ol

Pagina 26 di 55



01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

Rispetto al riferimento cartesiano Oxy le coordinate dei vertici e dei fuochi

dell’iperbole equilatera grafico della funzione omografica sono i seguenti:

AFR) AR FRER). (R

® Equazione dell’iperbole

Fuochi sull’asse x 2 2 2 2 Fuochi sull’asse y
x Y Equazione 5 — -

a2 b | a b?

Vertici
Ai(— a;0), Ay(a;0), B,(0;—b), B,(0; b)

Fuochi
E(=¢0),E(¢0) ¢=a*+b* E(0;—c), F(0;¢)

Asintoti
y="1%Y a
Eccentricita
e:c:\a—l—b e > 1 e:r,:\a+b
a a b b

® Iperbole equilatera e funzione omografica

3
y :
xy=k, k>0
=X _ax+b
F ’ Y="&+d
A P c
X_ o
0 . y=< ﬁ
F, 0 X
Iperbole equilatera Funzione omografica

L’'iperbole equilatera, I'iperbole equilatera riferita ai suoi asintoti, la
funzione omografica

a=b = x*-y?’=a® equazione dell’iperbole equilatera. Risulta:

OA=a, OF =ay2, A(a,0), A(-a,0), B(0,a), B'(0,-a), F(av2,av2), F'(-av2,-a2]
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Funzione omografica

3
vi|
X
B ! \
a y i :
: a Al X & i
o) i & — :0";&.1" Tk
; e
L
BLE 0O L
C
\ _ax+b
T ex+d
c#0;ad-bc=0)

Posso riferire I’iperbole equilatera x*—y?=a” ai suoi asintoti mediante una rotazione (oraria oppure

2
antioraria) di 45°. Otteniamo un’equazione del tipo xy:ia?:k che é I’equazione di una iperbole

equilatera riferita ai suoi asintoti e con k numero reale relativo. Risulta, rispetto al riferimento Oxy :

[IIJ [I Jz

- a—a —7a;—7a} F(a;a), F'(-a;—a) con a=,/2|k| e quindi:

AFAR) ACRAR) FERER) (R

X=X+a=X d
Adesso effettuiamo la seguente traslazione di assi: C  ottenendo I’iperbole
y=Y + =y +2
c
. L. . . : ax+b
equilatera che ¢ il grafico della funzione omografica y= i
CX+

Rispetto al riferimento cartesiano Oxy abbiamo: A(Oc+\/m;ﬂ+\/M), A(—%+\/M;%+\/Mj

Aa=iia-\id) A{-2- K2 K]
F(a+a;p+a), F'(a—a;5-a) F(a+m;ﬂ+m), F'(“‘\/m?ﬂ‘\/m)
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La funzione omografica

Una iperbole si dice traslata se i suoi assi sono paralleli Y 4
agli assi cartesiani. Se O'(x,;y,) € il centro
dell’iperbole traslata, allora la sua equazione é: S
Xo s

(X_XO)2 (y-yo)2_1
& b2

che, ridotta a forma canonica, diventa: mx”+ny®+px+qy+r=0 con m ed n discordi (m-n <0)
F(X+CY,) .« F'(%—CrY,)

9
2n

Equazione canonica dell’'iperbole traslata utilizzando il metodo del
completamento dei quadrati

mx*+ny®+px+qy+r=0 m-n<0 Supponiamo chesia: m>0ed n<0

m(x2 +£x)+ [yz +ﬂyJ:—r
m n
2

S IV S i 2,0, 9 )
m(XijXJr4m2 4m2J+(y+ny+4n2 4n2j_ '

2 2 2 2
m(HL) _p_+n(y+ij B
2m 4m 2n 4n

= a = — bZ:—i X = ———— y0=——
m n 2m 2n

2
(Hpj (yﬂ
m) 2n
S
n
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(X i} X0)2 (y . y0)2 -1

a® b?

Esempio numerico ~ 9x* — 25y* —18x —150y + 9 =0 9(x*—2x) — 25(y*+6y)=-9
9(x-1)° >4 —25(y+3)° +225=4  9(x-1)° - 25(y +3)" =225

25y 3y ~o(x-1 2z EI LD

2

1

x,=1 y,=3 a’=25 h?=9 c’=a’+b?=25+9=34 c=+/34

Funzione omografica

cx +d
(c#0;ad-bc=0)
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Come calcolare le coordinate del vertice, del Funzione omografica
fuoco e le equazioni degli assi di una iperbole
equilatera grafico della funzione omografica

_ax+b
cx+d

X+2
3x+4

Esempio numerico: y=

a=1l b=2 c=3 d=4
ax+b

cx+d
(c#0;ad-bc#0)

I
i _ .
- I
| 7
A @ .
A
O/ Ll :
1 C
I
!
i
I
|
|

Il centro dell’iperbole & il punto O'(a;ﬂ)z(—%;%j OV =a, OF=a2

Equazione di uno dei due assi: y—f=(x—a) Equazione dell’altro asse: y—f=—(x-«)
Le coordinate dei due vertici dell’iperbole equilatera grafico della funzione omografica si ottengono

ax+b ax + b

risolvendo uno dei due seguenti sistemi: cx +d cx +d

y-B=(x-a) |y-p=—(x-a)

Per calcolare le coordinate dei due fuochi bisogna tenere presente quanto segue:

gf\i:afzﬁ = OF=0V-J2 = AD=AB-/2 (Teorema di Talete)

Xe—a =(%, —@) N2 Xe=a+(x,-a)N2 ye=a+(y,-a)2
(stesso procedimento di prima, ma riferito all’asse y)

Per calcolare le coordinate dell’altro fuoco basta ricordare che O’ € il punto medio del segmento FF’

a:% = Xp=2a-X=2a—a — (X% ~a)V2=a - (x, ~a)~2

XF'ZOC_(X\/_OZ)'\/E yF':ﬂ_(yV_ﬂ)'\/E

X+2
3x+4

Esempio numerico: y= a=1l b=2 c=3 d=4
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oc=—9=—ﬂ ﬁ=3=l o’ —ﬂ;l = centro dell’iperbole equilatera
c 3 c 3 33

y—%=(x+§j 3x—3y+5=0 equazione dell’asse trasverso

y—l=—(x+%) Xx+y+1=0 equazione dell’asse non trasverso

3

Per calcolare le coordinate dei due vertici reali bisogna risolvere il seguente sistema:

y—-p=(x—a) [3x-3y+5=0 y:1+?:/§
_—4-2
\ ;
12 3 3
3

x:—ﬂ = asintoto verticale y:% = asintoto orizzontale

Xe—a =(x, —a) N2 = Xe=a+(x-a)2 xF=—%+

(5.

3 3

X :—ﬂ+(£]- g-_4,2_ 2 Ye=a +(y,—a)-~2=1 oppure possiamo sostituire

nell’equazione dell’asse traverso F[—%; )

2
X ——
g XetXe 4 3 o x.—-2
2 3 2
1
Ve +Y 1 Yy, 1
ﬂ:% = 3= 5 = yF,=—§ (oppure I’appartenenza all’asse traverso)
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Y13

1.5
F
v 1
of
4 -1 1 2

-0.5

-1
-1.5

Gli elementi caratteristici dell’iperbole equilatera grafico della funzione
ax+b

omografica y= T
cX

. : . e : , ax+b . :
Voglio calcolare gli elementi caratteristici della funzione omografica y = considerando il caso

cx+d

. X+2 . . o .

particolare y = I+ 2 (a=1, b=2, ¢c=3, d=4). Il grafico della funzione omografica & una iperbole
X

equilatera

a_1 ., . . . ) .
y:—:§ e I'equazione dell’asintoto orizzontale dell’iperbole equilatera

c

d_4 ., . . . . .
X:__:_E e I'equazione dell’asintoto verticale dell’iperbole equilatera
c

O'(—g,ij = (—ilj e il centro dell’iperbole equilatera
cc 33

d 4
x:X-—:X-5
La traslazione definita dalla relazione ¢ porta 'origine degli assi cartesiani nel
a
y:Y+_ =Y+ —
c 3

d a 4 1
punto O'(——,—]:(—g,gj che & l'intersezione degli asintoti dell’iperbole equilatera.
cc

Pagina 33 di 55



01 Matematica Liceo \ Unita Didattica N° 11 : L’iperbole

Assumo tali asintoti come nuovi assi cartesiani (O' XY ) per il grafico della funzione omografica.

d
aj| X——|+b
: ax+b . a c
La suddetta traslazione trasformala y = nella seguente relazione: Y +—=——-=-<—
cx+d C d
c| X—— |+d
c
bc—ad

Eseguiti tutti i calcoli e le dovute semplificazioni otteniamo: XY = =k che, nel caso

C2

particolare, diventa: XY=—=

6-4 . . I - .
5 =k che rappresenta una iperbole equilatera riferita agli asintoti

O N

Poiché risulta §=k >0 l'iperbole ha i suoi rami nel primo e nel terzo quadrante, se fosse k<0
I'iperbole avrebbe i suoi rami nel secondo e nel quarto quadrante

Nel riferimento cartesiano O'XY abbiamo:

a=,/2k = gzé c’=a’+b’=a’+a?=2a? C=a\/_=§\/§ in quanto si tratta di una iperbole

equilatera

R (v2k.\2k) = Fl(x:é,vzéj R (2K, —2k) = FZ(X:—E,Y:—E)

3 3
L’asse trasverso ha equazione Y = X , mentre I'asse non trasverso ha equazione Y =— X

Le coordinate dei vertici dell’iperbole si ottengono risolvendo il seguente sistema:

Y=X
2 1 1 1 1 1
X?=2 X=tZ2=Y V —\/E,—\/Ej v(-—f,-—ﬁj
xv:é 9 3 1(3 3 ‘L3 73
_v 4 2 4 2
X— _—_— —— 2
Nel riferimento cartesiano Oxy abbiamo: F: 333 3 Fl-=.1
1 21 3 3
3 3 33
x=X-2_ 2.4 6__ ,
F, 3 3 3 3 F|-2->
_ 1 21 1 3
y=Y+o=—Tto=—o
3 3 3 3
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wox. 9 L 5.4 42
V= c 3 3 3
-

a 1 1 142
=Y +—==+2+ ==
y c 3‘/— 3 3

y=x+5/3

x=—4/3 2 ~Ty=x

y=1/3 o'

(-4+\/§ 1+42
Vi 3 3

|

F22"V2 0 2
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Altro procedimento

. . . N : , ax+b . :
® Voglio calcolare gli elementi caratteristici della funzione omografica y = considerando il

cx+d

X+2
caso particolare y=m (a=1, b=2, ¢c=3, d=4). Il grafico della funzione omografica & una
X

iperbole equilatera

e I'equazione dell’asintoto orizzontale dell’iperbole equilatera

d_4 ., . . . ). .
X:-—=-§ e I'equazione dell’asintoto verticale dell’iperbole equilatera
C

c=0' —E,E = —il e il centro dell’iperbole equilatera
cc 33

® y-y.=X-X. €l’equazione dell’asse trasverso dell’iperbole se i suoi rami si sviluppano nel primo
e nel terzo quadrante
y-yC:-(x-xc) e I’equazione dell’asse trasverso dell’iperbole se i suoi rami si sviluppano nel

secondo e nel quarto quadrante

e Le coordinate dei suoi vertici si ottengono risolvendo il seguente sistema:

X+2
ax+b y=
ox+d XA 9% 2ax+14=0 V, '4+*/§,1+‘/§ V, 4—\5&
Y-y = XX l—x+4 3 3 3 3
C C y 3 3

, , 2 2 2
* a=0'V,=0 V2:\/(XV1_XO‘) +(yv1_3’0') ZE
e c’=a’+b*=a’+a’=2a’ CZa\/_ng/E in quanto si tratta di una iperbole equilatera

e Applico il teorema di Talete al fascio di rette parallele O'A,V,B, F,D ; ottengo:

4 4
: > X +— Xo +—
X — X, F R
O Flzﬂ - E= R ° j— a 2: 3 = A\/Z2= 3 XF :—g yF =1
oV, AB a X, —Xo a —,a(+\/§+z/ J2 3 7R
3 3
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1 4 1 2 4 3
y=—4Xt—=———t—=—=1
3 3 3 3 3 3

L’altro fuoco F, puo essere calcolato ricordando che il centro dell’iperbole € il punto medio del

segmento FF,.

2
X —
Xg + Xg 4 "R g
=12 = —-—= = X =—2
T T g
+ +1
yo,:% = %:yFZT = yFZ:—% (oppure I’appartenenza all’asse traverso)

La traslazione degli assi cartesiani

X=X+ - —
La traslazione di equazione { ¢ yA P(x,y) OA=x OB=y
y=Y+p 0'C=X PC=Y
trasforma il sistema di assi cartesiani Oxy Y4 P(X,Y)
nel sistema di assi cartesiani O'XY . o X
: B o P
Trasforma pure il punto P(x,y) nel punto
Y
Y
P(X,Y). Trasforma il grafico della a v
{ ® » X
. . _ax+b E o X C
funzione omografica y =
cx+d Vi B B
nell’iperbole equilatera XYzbc_zad =k oY ® > X
c a D X A

riferita ai suoi asintoti.

nell’iperbole equilatera

. . ) ax+b
Altro procedimento per trasformare la funzione omografica y =
CX+

bc-ad

XY ==

=k riferita ai propri asintoti. Caso particolare:
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2
_ X+2 1 3 1 2 1 2

= y=—+ = YV D Y =
3x+4 V=3 344 73 3(3x+4) 73 9(”4)

4\ 2 x+£_ X X=X _4
(y——j (x+—]—— = XY=—= con 3
3 3) 9 y—Loy y=Y +1
3 3
dove C(——,—j e il centro dell’iperbole equilatera grafico della funzione omografica.

Equazione polare dell’iperbole

X2 y2
Data I’iperbole di equazione ?_b_zzl’ Si

assuma come polo il fuoco F(c,0) (con ¢>0)

e come asse polare I’asse focale orientato da F = &————— - <
polane

verso la corrispondente direttrice (quindi in

senso opposto all’asse x). ‘

Dalla definizione di iperbole abbiamo: PF'—PF =2a (in quanto per i punti di questo ramo risulta
PF'>PF) = PF'=2a+p [14]
Applicando il teorema di Carnot al triangolo PFF' otteniamo:

BEZ _DBE2LTEE? _ 9PE . EE! e 2_ 2 42
PF" =PF +FF" —2PF-FF'-cosFFP (2a+p) = p°+4c’—4cpcos(27 —9)
4a% + p® +4ap = p° +4c’ —4cpcos  4a’ +4ap=4c’ —4cpcos a’+ap=c’—Ccpcos

p(c-cosd+a)=c*-a* c’-a’=b’

b2
b? a b? c L .
p= = a Ponendo: —=p —=e=eccentricita abbiamo:
c-cosd+a 4, C g a a
a
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[15] p=L equazione polare di un ramo di iperbole
1+e-cos 9

Se P appartiene al ramo che non avvolge il polo abbiamo:

PF —PF'=2a (in quanto per i punti di questo ramo risulta PF >PF') = PF'=p-2a

La [15] diventa: [16] p=L equazione polare dell’altro ramo di iperbole
-1+e-cos 9

Equazione generale di una conica traslata

Definiamo conica la curva [1, luogo geometrico dei punti del piano le cui coordinate cartesiane (x; y)
verificano una equazione di secondo grado nelle incognite x ed v, cioé verificano una equazione del
tipo: f(x;y)=ax’+bxy+cy’+dx+ey+f=0 [1] con a,b,c,d.e f,eR

Se nell’equazione [1] mancano i termini lineare dx e ey allora il centro della conica coincide con

I’origine degli assi cartesiani; se manca il termine rettangolare bxy allora gli assi della conica sono

paralleli agli assi cartesiani.

Nella teoria delle coniche sono importanti i valori delle due seguenti espressioni:

. . . a ; ; .
J =a+c = invariante lineare A=‘b =ac-b®> = invariante quadratico

c

Valgono le seguenti considerazioni:

(1) A=ac-b*>0 laconicaéunacellisse

(2) A=ac-b?’<0 la conica & una iperbole ; se poi risulta J=a+c=0 Vliperbole &

equilatera

(3) A=ac-b?’=0 laconica & una parabola
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(4) Mediante una opportuna traslazione ed una opportuna rotazione I'equazione generale

f(x;y)=ax’+bxy+cy?+dx+ey+f=0 della conica pud essere ridotta ad una delle seguenti

2 2 2 2

Y
forme: ?+?=1 (ellisse) P-§:l (iperbole) Y?=2pX (parabola)
La circonferenza, I’ellisse e I’iperbole sono coniche a centro; la parabola non & una conica
a centro.

Le coordinate (a,ﬁ) del centro C di una conica a centro si ottengono risolvendo il seguente

ﬂ:2ax+by+d:0
oX

sistema: C(asp)
of
—=bx+2cy+e=0
ay

x=X+a
La traslazione { v+ trasporta |'origine degli assi cartesiani nel centro C(a,) della conica.

La sua equazione assume la seguente forma: AX’+BXY+CY?*+F=0

Per ricavare la forma canonica della conica basta applicare una opportuna rotazione degli assi

cartesiani CXY .

Osservazioni

(1) b=0 gliassidella conica non sono paralleli agli assi cartesiani
(2) b=0 gliassidella conica sono paralleli agli assi cartesiani e la sua equazione diventa:
ax’+cy’+dx+ey+f=0

Si tratta dell’equazione generale di una conica traslata per la quale valgono le seguenti

considerazioni:

(1) a=c = ax’+ay’+dx+ey+f=0 Sitrattadiuna circonferenza
(2) a=0;c20 = cy’+dx+ey+f=0 sitratta di una parabola ad asse orizzontale
(3) a#0;c=0 = ax*+dx+ey+f=0 sitrattadiuna parabola ad asse verticale

(4) a=c=0 = dx+ey+f=0 laconicadegenerain una retta
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(5) a#c#0 @ a.-c<0 laconicaéunaiperbole ® a-c>0 Iaconicaeé una ellisse

Ellisse
x*+4y®-4x+8y-17=0 a-c=1-4=4>0 sitratta di una ellisse

A(7;-1) A(-3-1) B 2;E , B 2;—Z vertici dell’ellisse
2 2

Per calcolare le coordinate del suo centro bisogna risolvere il seguente sistema:

of

—=2x-4=0

0X X=2 _
of __1q C(2;-1) centro dell’ellisse
1 _gy+g=0 77

ay

2 2_ _ — 2 2_ _ -
{x +4y?-4x+8y-17=0 A(T:-1), K (=3-1) {x +4y?-4x+8y-17=0 B(Z;Ej B’(Z;—Zj

y =-1 X =2 2 2
: : o [ x=X+2 : : :
Mediante la seguente traslazione degli assi cartesiani B troviamo 'equazione canonica
dell’ellisse.
v2 oy a=2
(X +2)"+4(Y -1)" —4(X +2)+8(Y -1)-17=0 X?+4Y?=25 =t sl 1,5
R

4

Possiamo trovare lo stesso risultato utilizzando il metodo del completamento dei

quadrati

X*+4y-4x+8y-17=0 (X’ —4x)+4(y*+2y)-17=0 (X’ -4x+4)+4(y*+2y+1)-4-4-17=0

2 y? X—=2=X [X=X+2
(x—2)2+4(y+1)2 25 X2?+4Y?=25 X—+Y—:1 avendo posto:
25 25 y+1=Y |y=Y-1
4
Y :"Z+4y"‘2—4x+8y—1?:(|
2 B(2,3/2)

5 / 0 2 5 X
ﬁ'(al)\;ccz,l)/'m,n
. _a B'(2,-7/2) .
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Iperbole
4x?-9y?-16x+54y-101=0 a-c=4-(-9)=-36<0 sitratta di una iperbole
y y

Per calcolare le coordinate del suo centro bisogna risolvere il seguente sistema:

ﬂ=2x—4=0
oX X=2 ) . o
C(2;3)  centrodell'iperbole A(5;3) A'(-13) vertici
of y=3
—=8y+8=0
ay
: : o [ x=X+2 : : :
Mediante la seguente traslazione degli assi cartesiani Y=Y +3 troviamo I'equazione canonica
delliperbole.
2 2 ) , Y? Y? a=2
4(X +2) —9(Y +4) —16(X +2)+54(Y +1)—101:O 4X°-9Y“ =36 ?_7:1 b2

Possiamo trovare lo stesso risultato utilizzando il metodo del completamento dei

quadrati
4x?-9y”-16x+54y-101=0  4(x*—-4x)-9(y’~6y)-101=0

4(x* -4x+4)-9(y* -6y +9)-16-81-101=0

=3
4(x-2)" -9(y-2)"=36 4X*-9Y>=36 ] {a

3=y y=x+1 y=-Xx+5 asintoti dell'iperbole
y— =

Xx—=2=X X=X +2
y=Y +3

avendo posto: {
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Equazione canonica dell’iperbole traslata utilizzando il metodo del
completamento dei quadrati

mx®> +ny>+px+qy+r=0 m-n<0 Supponiamochesia: m>0ed n<0

m(x2+£xj+(y2+ﬂyj:—r
m n
2 Py PP (29 @ a
m(XijXJr4m2 4m2J+(y+ny+4n2 an? )= "
2 2 2 2
m@+ﬂjn&+{wﬂg_i=4
2m 4m 2n 4n

2 2 2 2
m@+ﬂjm@+1];&+iq:s
2m 2n dm  4n

2 2
(“2[)} (y+2qj
_ o1 @22 23 4P g9
S _S m n 2m 2n
m n
2 2
(x;za) _(yt')zﬁ) =1 C(a,p) centro dell’iperbole

Esempio numerico 9 - 25y° - 18x - 150y + 9 =0 9(x*-2x) - 25(y*+6y) = -9

9(x-1)° >4 —25(y+3)° +225=4  9(x-1)° - 25(y +3)° =225

25(y +3)" —9(x —1)" = 225

y |y

(y+3)2-(x_1)2_1 /
9 25
(e] B X
3x+5y=0 3x-5y=0
a=1 p=-3 a’=25 a=5
= X
b2:9 b:3 B'
c?=a’+b?=25+9=34 c=+/34 \
9x? = 25y? —18x+150y+9=0
C(l;-3)
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Equazione generale di una conica
ax’ +bxy + g +dx+ey+ f=0
conaz0vbz0vcz0

b=0 ’ b0

- : 8

la conica ha gli assi
non paralleli agli assi

la conica ha gli assi paralleli
agli assi cartesiani e la sua |

cartgsiani ; equazione & della forma |
.L Ac¢+By+ Cx+Dy+E=0 |
| . : = SR o A
rientra in questo caso Piperbole AB <O iAB =0 A condizione di realta
grafico della funzione omografica - o : :
Ry | : ~ -
ey ; ¢ un’iperbole & una parabola & un’ellisse
che ha come assi le bisettrici dej (eventualmente (eventualmente (eventualmente
quadranti ‘ degenere) degenere) | degenere)
ne & un caso particolare liperbole Viperbole & degenere  la parabola & degenere Pellisse & de,
che 2 il grafico della funzione di in due rette incidenti.  in due rette par‘ifle]e £ inun pur%t?:ere
proporzionalita inversa: oo BR : Se: : se:
C 0P B Asc=0vB=D=~0 c P
T E e B o et

Equazione generale di una conica a centro.

Invarianti ortogonali

Definiamo conica la curva y, luogo geometrico dei punti del piano le cui coordinate cartesiane (x; y)
verificano una equazione di secondo grado nelle incognite x ed y, cioe verificano una equazione del
tipo: f(x;y)=ax’+2bxy+cy’+2dx+2ey+f=0 [1] con ab,c,de f,eR '

Se nell’equazione [1] mancano i termini lineare 2dx e 2ey allora il centro della conica coincide con
I’origine degli assi cartesiani; se manca il termine rettangolare 2bxy allora gli assi della conica sono

paralleli agli assi cartesiani.

Nella teoria delle coniche sono importanti i valori delle tre seguenti espressioni:

a b
b ¢

J=a+c A

—h D O

b
c
e

>
I
Q o o

Le tre espressioni I, A, A prendono il nome, rispettivamente, di invariante lineare, invariante

quadratico, invariante cubico del polinomio:  f(x;y)=ax”+2bxy +cy” +2dx+2ey +f
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Teorema: Scegliendo in modo opportuno il sistema di riferimento cartesiano, cioé scegliendo una

opportuna traslazione ed una opportuna rotazione, un’equazione di secondo grado nelle due variabili

xedy: ax® + 2bxy +cy’ + 2dx +2ey + f =0 si puo sempre ridurre ad una delle seguenti forme

canoniche:
X? Y? : X% y? o N X% y?
1) E+?:1 (ellisse) 2) F+?:_l (ellisse immaginaria) 3) ?+?=O (punto
2 Y2 X2 Y2
immaginario) 4) AZ_?:l (iperbole) 5) F—?:O (coppia di rette incidenti)

6) Y?=2pX (parabola) 7) X?—A*=0 (coppiadirette parallele) 8) X?+A*=0 (coppia
di rette immaginarie parallele  9) X?=0 (coppia di rette coincidenti)

La circonferenza, I’ellisse e I’iperbole sono coniche a centro; la parabola non & una conica
a centro.

Teorema: Una conica di equazione ax®+2bxy +cy® +2dx+2ey+ f =0 & degenere se, e soltanto

a b d
se, il suo invariante cubico A=b c¢ e| enullo.
d e f
a b d
Se tale invariante ¢ diverso da zero A=|b ¢ e|#0 allora la conica € non degenere. In
d e f
: ‘ . a b _ a b
particolare e a) unaellisse se A= b >0 b)unaiperbolese A= b <0
C C

a
C) una parabola se A=‘b =0 .

C

Teorema: La conica di equazione ax®+2bxy+cy® +2dx+2ey + f =0, qualora sia reale e non

degenere, & un’iperbole equilatera se, e soltanto se, risulta J =a+c=0
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Teorema: Un’ellisse ¢ realese |-A<0 éimmaginariase risulta: 1-A>0

Possiamo sintetizzare quanto scritta finora nella seguente tabelle:

A=0 A=0
) reale se I-A<0
A>0 ellisse < . . Punto
immaginaria se I-A>0
Iperbole Rette incidenti
A<O
Iperbole equilatera se risulta pure 1 =0 Rette 1 serisulta | =0
Rette parallele
A=0 Parabola
(Reali o immaginarie)

Coniche a centro
Si chiama centro di una conica il punto del piano, se esiste, rispetto al quale la conica e simmetrica,

cioe il centro di una conica coincide con I’eventuale centro di simmetria della conica. La

circonferenza, I’ellisse e I’iperbole sono coniche a centro, la parabola non & una conica a centro.
e Assumendo gli assi cartesiani ortogonali in posizione particolare rispetto ad una conica non
degenere, I’equazione di questa assume una forma particolarmente semplice. Per le coniche a centro

(ellisse, iperbole) conviene assumere come origine degli assi il centro della conica e per
assi cartesiani ortogonali gli assi di simmetria della conica.
Per la parabola conviene assumere come origine il vertice e come assi cartesiani ortogonali

I’asse della parabola e la tangente ad essa nel vertice.
e Se nell’equazione di una conica mancano i termini lineari il suo centro coincide con I’origine degli

assi cartesiani.
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e Se nell’equazione di una conica manca il termine rettangolare x-y gli assi della conica sono
paralleli agli assi cartesiani ortogonali, e coincidono con essi quando mancano anche i

termini lineari; in quest’ultimo caso I’equazione della conica e gia ridotta a forma canonica.

Teorema: Un punto C é centro della conica y di equazione [1] se, e soltanto se, le sue

g—f:ax+by+d =0
X
coordinate (a;ﬂ) verificano il seguente sistema: ¢
—=Dbx+cy+e=0
oy

b
#0

: . i a
Tale sistema é compatibile soltanto se A=‘b c

Individuato il centro C (a;,B) della conica di equazione [1] si effettua la seguente traslazione di

X=X+«
y=Y+p

vettore V=(«; £) le cui equazioni sono: {
Con la suddetta conica che trasporta I’origine degli assi cartesiani nel centro di simmetria
C (a;,B), I’equazione della conica assume la seguente forma priva dei due termini lineari:

aX?+2bXY+cY?+F=0 con F:i‘

Se non posso applicare il teorema precedente che ci porta a risolvere il sistema

ﬁ=ax+by+d:0
OX

X+«
, allora debbo applicare la traslazione ed imporre che siano nulli
of y=Y+/
—=bx+cy+e=0
oy

I coefficienti dei termini lineari dell’equazione trasformata. Otteniamo un sistema di primo

grado nelle incognite o e B . Sostituiamo la soluzione (a;ﬂ) nell’equazione trasformata

ottenendo una equazione di secondo grado nelle incognite x ed y priva dei termini lineari.
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Esempio: Verificare che ’equazione  3x°-6xy +2y*-4x+2y+1=0 rappresenta una conica a

centro e trasformare I’equazione con una traslazione di assi la cui nuova origine e il centro della

conica.
3 3 2
A=|-3 2 1|=-2=0 Sitratta di una conica non degenere
-2 1 1
a bl |3 -3 . i .
A= = =6-9=-3<0 Si tratta di una iperbole
b c -3 2
g—i=3x -3y -2 =20
Risolvendo il sistema of troviamo le coordinate (a; /) del
—=-3X + 2y + 1 =0
ay
X—a——1 1
centro della conica. {~ = 3 C('g;'lj
y=p=-1
—x.t
La traslazione di equazioni 3 faassumere alla nostra conica la seguente forma:
y=Y-1

2
3(X —%j —6(X —%]~(Y -1)+2(Y —1)2 —4(X —%)+2(Y -1)+1=0
Semplificando otteniamo: 9X?-18XY +6Y?+2=0 il cui centro C & I’origine del nuovo sistema

di assi cartesiani ortogonali CXY .
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ﬂ:ax+by+d:0
o0X

Se non possiamo utilizzare le equazioni allora utilizziamo la traslazione di
—=bx+cy+e=0
y
- . . Xx=X+a«a .. .
vettore v:(a;ﬁ) le cui equazioni sono: vig' Le equazioni della conica trasformata sono:
y=Y+

3(X +a)2—6(X +a)-(Y+B)+2(Y +,B)2—4(X +B)+2(Y +8)+1=0
Sviluppando e semplificando otteniamo:

3x*-6xy +2y° +2(30-3p-2)x-2(3a-2p-1)y+3a’-6ap +2p° -40+2p+1=0

-3 - 2 =0
3a + 20 + 1

Il
o

Annullando i coefficienti dei termini lineari otteniamo il sistema {

gia trovato in precedenza.
Altra risoluzione: Poiché due curve che si corrispondono in una simmetria centrale sono

uguali, possiamo trasformare la nostra conica mediante la seguente simmetria centrale

X=—X+2a . - . . : .
{y "y di centro C(a;ﬂ) Poi imponiamo che le due equazioni abbiano uguali i
=Y+

coefficienti dei termini simili. Nel caso nostro otteniamo:
3(-X+2a) —6(~X +2a)-(—~y+28)+2(-y+28) —4(~-X +2a)+2(~y+2)+1=0
Sviluppando e semplificando otteniamo:
3X2—6XY +2Y?-4(3a—36-1) X +2(6a—45-1)Y +12a* ~ 2403 +83* ~8a +4+1=0

Imponendo I’uguaglianza dei coefficienti dei termini simili otteniamo:

0 . : ..
0 che ci da lo stesso risultato di prima

~4(3a-3p-1)=4  _ [ax - 3y - 2
2(6a—4p-1)=2 -3x + 2y + 1

Riduzione dell’equazione di una conica a centro alla sua forma canonica
In precedenza abbiamo visto che, data una conica a centro di equazione

ax® + 2bxy +cy’ +2dx+2ey + f =0
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X=X+«

e determinato il suo centro C(a;,H) mediante la traslazione di equazioni { Vip
y=Y+

perveniamo all’equazione  aX”+2bXY +cY*+F=0 [2] con F :g; i8n questa circostanza i

nuovi assi cartesiani sono CXY . L’equazione [2] rappresenta una conica a centro con gli assi
ruotati di un angolo 4 rispetti agli assi cartesiani CXY .
Una ulteriore semplificazione dell’equazione [2] si ha con la seguente trasformazione delle

. X=X-c0s3-y-sing . . .
coordinate . - [3] che corrisponde ad una rotazione degli assi di un angolo
Y =X-sin9+y-cos$

4. I nuovi assi cartesiani sono C X y. Otteniamo la seguente equazione trasformata:
— 2 — . . _ . _ 2
a(x-cosg-y-sing) +2b(X-cosI-y-sinJ)-(X-sin 9+y-cos$)+c(X-sin d+y-cosd) +F=0
Sviluppando, semplificando ed imponendo che il coefficiente del termine rettangolare sia nullo

otteniamo: (c-a)-sin 9-cos 3+b-cos’9-b-sin23=0

Dividendo ambo i membri per —cos? ¢ otteniamo: b-tg®9-(c-a)-tg$-b=0 [4]

Risolta questa equazione di secondo grado in tg.$, considerata la soluzione piu conveniente ci

g9 1

— COS9=—
+,/1+1g°3 +/1+1g*3

calcoliamo: sing= [5]

Sostituiamo questi valori nell’equazione trasformata ottenendo:

A-X*+B-y*+F=0 [6]

che rappresenta I’equazione canonica richiesta riferita al sistema di assi cartesiani ortogonali

CX Y. Non é superfluo ricordare che dette tg3 e tg$, le soluzioni dell’equazione [4] dovra

risultare sempre tg % -tg 3 =—1 in quanto gli assi di una conica a centro sono perpendicolari
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fra loro. m=tg 9 e m,=tg 9, sono i coefficienti angolari degli assi della conica a centro; le
equazioni degli assi di una conica a centro sono:

y-p=m,(x-a) y-p=m,(x-a)

\—F:(aq r')
— o :
LN ) S —— X
R 8 A
K?ﬂmi - — :
0 \_53/ X

N.B. Per calcolare I’equazione canonica di una conica a centro possiamo effettuare prima la

rotazione e poi la traslazione, oppure prima la traslazione e poi la rotazione.

Esempio: Calcolare I’equazione canonica della seguente conica a centro:

5X +4xy +8y° +8x+14y+5=0 [7]

a b d 5 2 4
a bl b 2
l=a+c=13 Azb c=2 8:36>0 A=lb ¢ e|=|2 8 7/=-81%0 I~A:13(—17)<O
d e f|l |4 7 5

La conica proposta é un’ellisse reale. Effettuiamo la seguente traslazione di vettore

: L +o :
V=(a; B) le cui equazioni sono: . Otteniamo:
y=Y+p

5(X +a) +4(X +a)-(Y+B)+8(Y + ) +8(X +a)+14(Y + §)+5=0
Sviluppando e semplificando otteniamo:
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5X2+4XY +8Y*+2(5a+28+4)X +2(2a+8B+7)Y +5a” + 4o +8p% +8a +14+5=0 [8]

. T . . . . . S5a+24+4=0
Annullando i coefficienti dei termini lineari otteniamo il seguente sistema:
2a+8p+7=0
1
Y 13
cui soluzione é: é Il centro della nostra conica € il punto C(—E;—Z]
ﬂz—z

Sostituendo questi valori nell’equazione [8] otteniamo I’equazione dell’iperbole traslata,cioé:

5X 2 +4XY +8Y2—%:0 [9]

Ruotiamo gli assi della conica di un angolo $ mediante le seguenti equazioni di una rotazione

i X =X-c0s3-y-sing
diunanglo 9: o N
Y =X-sin3+y-cos3
Mediante questa trasformazione I’equazione [9] assume la forma:

z_g_

S(Y-cos&l—ysing)z+4(Y-cos&—7-sin 9)-(X-sin 3+ -cos9)+8(X-sin 3+ -cos ) 4_O

(—3cos® 9+4sin gcos 9 +8)X* —2(2sin” $—3sin Jcos § - 2cos* 9)X ¥ +

+(3cos® 9—4sin gcos $-5)y* —%: 0 [10]

Annullando il coefficiente del termine rettangolare otteniamo:
2sin” 9 —3sin $cos $—2cos’ $ =0

Dividendo ambo i membri per cos® ¢ otteniamo: 2tg’3-3tg3—-2=0 tg 19=—% tg 9=2

Scegliendo come soluzione tg $=2 abbiamo:

sin 9= 98 _ 2 _2 cos 9= t 1.1
Ji+tg?s (L+d 5 Ji+tg’s 1+4 5
-2 o2 2 2
L’equazione [10] diventa: 972+472=% 36X2+16y2=9 XT+y—=1 XT+%:1
4 16 4 16
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Si noti che i due valori trovati per tg.9 corrispondono a due direzioni fra loro perendicolari.
1 . . . .
Per questo, prendendo tg 19=—§ non faremmo altro che scambiare i ruoli tra I’asse delle ascisse

e quello delle ordinate. L’asse x diventerebbe asse y e viceversa.

Riduzione dell’equazione di una conica non a centro alla sua forma
canonica

a b
Se I’equazione ax’ + 2bxy +cy’ +2dx+2ey+f=0 [1] & tale che risulta A=‘ . =ac-bh*=0

b®=ac L’equazione [1] puo essere scritta nella seguente maniera:

(x a+y\/6)2+2dx+2ey+ f=0 inquanto

(x a+ y\E)Z:ax2 +cy2+2xy\/£:ax2+cy2+2nyb7:ax2+cy2+2bxy

La conica rappresentata dalla [1] non e una conica a centro ed € una parabola se & anche

d

a b
A=lb ¢ e|#0. La sua equazione si semplifica mediante la seguente rotazione degli assi
d e f

X=X -cos3-Y -sin g

X -sin9+Y -C0S.3 [3] dove I’angolo 4 & determinato risolvendo I’equazione:
y: Y | + .

cartesiani: {
b-tg*9-(c-a)-tg9-b=0 [4]

Nelle nuove coordinate, I’equazione [1] assume la forma: BX?+2DX +2EY + f =0 [11]

oppure: CY?+2DX +2EY +f=0 [12]

¢ ac b? c b
coSo D o1 tg9=—=—
b b2 b2 g b a

Le soluzioni dell’equazione [4] sono: tggz—g th:% (—%)
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Le soluzioni dell’equazione [4] rappresentano i coefficienti angolari dell’asse della parabola e

della retta tangente alla parabola nel suo vertice V(x,;y, ). Le equazioni di tali rette si

ottengono applicando le seguenti formule:  y-y, =-—(x-x,) Y-y, =g(x-xv)
Le coordinate del vertice V (xV ; yv) della parabola di equazione [1] si ottengono utilizzando le

.. |x=X-cos9-Y -sing X=X+X,
relazioni ] e :
y=X-sin3+Y -cos 9

Y=V+Y,
Le equazioni [11] e [12] possono, poi, eventualmente, essere ricondotte alla forma:

y=kx* oppure x=hy® mediante una opportuna traslazioni di assi di vettore:

V=(Xy;Yy ), cioe assumiamo come nuova origine il vertice V (X, ;Y, ) della parabola,

-

=Y

Esempio: Calcolare I’equazione canonica della seguente conica non a centro:
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X*-2xy +y?-10x-6y +25=0 [13]

a b d |1 -1 -5
a bl |1 -
A=lb ¢ e|=[-1 1 -=3=-6420 A= = =0
b c |-1 1
d e f| |-5 -3 25

La conica proposta é una parabola. L’angolo 4 del quale debbono ruotare gli assi cartesiani si

ottiene risolvendo I’equazione: —tg®’9+1=0 tg3=+1 Scegliendo I’angolo 9:% otteniamo le

x=X -c0sZ—Y -sinZ  |x=X .ﬁ_y ﬁ
4 4 2 2

mediante le quali
y:X-sin£+Y~cos£ yzx.£+y.£
4 4 2 2

equazioni della rotazione sono:

I’equazione [13] assume la forma: 2Y2-8y2-X +2v2-Y +25=0 [14]

X=X+
trasforma

W2, 2
2

Il vertice di questa parabola € il punto V, (T ——]. La traslazione

32
2
2
y=y_N£
=3

I’equazione [14] nell’equazione y? =4J2-X cheé I’equazione della parabola di partenza ridotta a

forma canonica, cioe riferita al sistema di assi cartesiani V,Xy .

10

' Abbiamo indicato i coefficienti del termine rettangolare Xy e dei termini lineari x ed y non con b, d, e ma con 2b, 2d,
2e per semplificare la scrittura di formule generali successive.
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