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Unita Didattica N° 9 La parabola

1) La traslazione degli assi cartesiani

2) Definizione e costruzione grafica della parabola
3) La parabola ad asse verticale

4) La parabola ad asse orizzontale

5) Intersezione di una parabola con una retta

6) Tangenti ad una parabola condotte da un punto
7) Retta tangente ad una parabola in un suo punto
8) Problemi sulla parabola

9) Fascio di parabole

10) Equazioni parametriche della parabola
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La parabola ad asse verticale

Definiamo parabola il luogo geometrico dei punti P del piano equidistanti da un
punto fisso F detto fuoco e da una retta fissa d (non contenente il fuoco) detta

direttrice. La retta r passante per F e perpendicolare alla direttrice d e I'asse
della parabola. La retta r incontra la retta d nel punto D. Il punto medio V del
segmento FD € il vertice della parabola. PF=PD

r

AY

asse della parabola

dsse

\Y; d
D H direttrice

vertice—

X : :
o > ; d

direttrice

Se scegliamo gli assi cartesiani in modo che I’asse delle ascisse sia parallelo alla

direttrice d, I’equazione della parabola assume la forma  y=ax’*+bx+c

\Y; ﬁ,ﬁ Vertice della parabola F ﬁ,l'—A Fuoco della parabola
2a 4a 2a 4a
1+A . . .
y:-4— equazione della direttrice della parabola
a
x:é— equazione dell‘asse della parabola
a

a>0 (a<0) la parabola volge la concavita verso l'alto (il basso)

Se b = ¢ = 0 I’equazione della parabola assume la forma:
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y:axzzzix2 & xP=4py

F(O;TZJ F(0.p) Y:—p:—4i = equazione della direttrice A = b> — 4ac
a

Equazione di una parabola di dato vertice

y-y\,:a(x-x\,)2 con V(x,;y,) Vertice della parabola

La parabola ad asse orizzontale

Se scegliamo gli assi cartesiani in modo che I’asse delle y risulti parallelo alla direttrice d, allora

I’equazione della parabola assume la forma: x =ay’ + by + ¢

V('A ij Vertice della parabola F 1-—A;i
4a 2a

= Fuoco della parabola
4a 2a

X=- equazione della direttrice della parabola

y:2—b equazione dell'asse della parabola
a

a>0 (a<0) la parabola volge la concavita verso destra (sinistra)

Se b = ¢ = 0 I’equazione della parabola assume la forma: x = ay’ = 41y2 < y? =4px
Y

F(%,Oj F(p,0) X =-p=--— = equazione delladirettrice A = b* — 4ac
a
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y 4 d

pDlv/ F asse della parabola

Intersezioni con gli assi cartesiani

La parabola ad asse verticale incontra sempre I’asse delle y nel punto A(O,c) . Per calcolare le

coordinate delle eventuali intersezioni della parabola con I’asse delle ascisse basta risolvere il
=0

) cioé la seguente equazione di secondo grado:
=ax” + bx +c¢

: y
seguente sistema:
y

ax’ +bx +c=0
A > 0:la parabola incontra I’asse delle ascisse in due punti distinti
A = 0: la parabola incontra I’asse delle ascisse in due punti coincidenti . Questo significa che la

parabola ha il vertice V sull’asse delle x , cioé I’asse x é tangente alla parabola nel vertice

A < 0:la parabola non incontra I’asse delle ascisse

Intersezione di una retta con una parabola
Per calcolare le coordinate dei punti di intersezione della parabola y = ax®> + bx + ¢ con la retta

. . . y =ax’ + bx +¢
y = mx + n basta risolvere il seguente sistema:

y =mx +n

Sia Ax* + Bx + C = 0 l‘equazione risolvente il sistema e A = B*> — 4AC il suo
discriminante.

A>0= x # X, , X,X €R;larettaincontra la parabola in due punti reali e distinti

(retta secante)
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A =0 = x = X, R, laretta incontra la parabola in due punti coincidenti (retta tangente)
A < 0 = x,,x, €C , laretta non incontra la parabola (retta esterna)
<<Calcolare le coordinate dei punti d'intersezione della parabola y =-x* + 7x — 6

con la retta 6x — y -8 =0 >>

X = -1

y=-—x>+7x -6
y, = -14

X = x-2=0
6x —y-8=0

P(-1,-14) {);2 } j P,(2,4)
=

Applicazioni

<<Scrivere l|'equazione della parabola ad asse verticale avente come vertice il

punto V(5,-2) e come direttrice la retta y = -4 >>

b
55 = ° b = —10a
—Az—z A:2 i+2=4,i=2,a:£,b=—§
da 4a 4a da 4
1+A 1 A
4a 4a 4a
A=8a,b2—4aC:1,§—£:1,£:§— :i,(}:g y=1X2—§X+g
16 2 2 16 16 8 4 8

<<Scrivere |'equazione della parabola ad asse verticale avente come fuoco il punto

F(Z,%j e come direttrice la retta y:% >>

d(P,F) = d(P,d) = \/(x - 2) + (y - %2 = ‘y ETA

4

15 225 17 289
X —4X + 4+ Yy - Ty +—— =y + —
y 2y 16 y Zy 16

Altra risoluzione

=y - — y = —x* + 4x

_b
F(z,Ej 2a d:y=1 o tra 1 .
4 1-A 15 4 4a
da 4
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1 A _15
4a 4a 4
1 A 17
_t — = ——
4da da 4 )

1-b"+4ac 15 1-16 -4c 15
1 1 a=—1,b=4,—:—,—=_
~  # = _= 4a 4 -4 4
2a 2

15+ 4c =15 c=0

Scrivere I'equazione della parabola ad asse verticale avente come vertice il punto

2

V(6;-4) e come fuoco il punto F(6,-3).

4

D6 = b=12a V(6-4)e F(6-3) > ~ - - 3
2a 4a a
1 - 4
4a
2_
a=l p=-3 A_g o D48 4 49 c=5 y=1yx2-3x+5
4 4a 4

Metodo del fascio di parabole
y+4=a(x-6)° y=ax’-12ax+36a-4 y=Ax’+Bx+c A=a B=-12a C=36a-4

—14_AA:—3 = 1-B’+4AC=-12A 1-144a’+4a(36a-4)0-12a 1-4a=0 a:%

1 1
+4==(x-6)? =—x*-3x+5
y+a=7(x=67 y=,
Scrivere l|'equazione della parabola y ad asse verticale passante per i punti
R(0;-1), B (L1), B(2-1).

c=-1 a=-2
Rey = c¢=-1 PRey = a+b+c=1 PRey = 4da+2b+c=-1 Ja+b=2 {b=4
2a+b=0 |c=-1

y=-2x"+4x-1

Metodo del fascio di parabole passante per due punti

Pagina 6 di 45



01 Matematica Liceo \ ‘Unitd Didattica N 9 La paraﬁo@

Secondo Procedimento: Si scrive I’equazione della yA /

retta AB :ax + by + c=0[Xx -y +1=0]. y/b.yic:o

Considerate le rette verticali X = x, , X = Xy ( passanti per /A<

I punti base ) si scrive I’equazione della parabola degenere /

del fascio : (x — x, x — X5) =0 /7 Ol - >
X=X, B

Il fascio richiesto ha equazione: ~ax+by+c+i(x-x,)(x-x;)=0 Equazione della retta PP,
y=—1 Equazione del fascio di parabole: y+1=/1x(x—2). Impongo il passaggio per il punto
P,(L1). Ottengo: A=-2 y+1=—2x(x-2) y=-2x*+4x-1

Scrivere |'equazione della parabola y ad asse verticale avente come fuoco il punto

F(12) e come direttrice la retta d di equazione y=3.

LA, (LA, (1_A_
- - - 4a 4a 4a 4a
[chlA) 1A b o
2a 4a 4a 2a -1-A_3 -1-A_3 i-A—g
4a 4a 4a 4a
B
4a 4a
LA _ 3 a1 a=! b=1 1-b’+4ac=8a 1-1-2c=—4 c=2
4a 4a 2
2 0 = -1
4a

1
yiy=-=X"+xX+2
2
Scrivere |'equazione della parabola y ad asse verticale avente come fuoco il punto

F(O;%) e come direttrice la retta d di equazione y:%.

1-A_5 1_A_
_ 4a 4 4a 4a
—b=0 = b=0
22 A3 | A
da 4 4a 4a
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NP R w N o

o 3= 3=

N I
B3 B

Calcolo I’equazione della parabola come luogo geometrico. PF=PH =

a=1 b=0 1-b°+4ac=5a 1+4c=5 4c=4 c=1 y:y=x"+1

4y-3
(y——j | Y- |—‘y—z‘ Elevando ambo 8i membri al quadrato otteniamo:

4

x+)/——y ——/y{——y — yiy=x’+1

Scrivere l'equazione della parabola »
ad asse verticale di vertice V(-L4) e

fuoco F( 1%)

y:y=ax’+bx+c = X, = —=-1 = b

1-A 1-A 15 1 15
YVe=—— = ——=— I = —
da da 4 da a
1 5,
4a 4

A=-16a = b’-4ac=-16a 4+4c=16 4c=12 c=3

Y:y=-x"-2x+3
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Tangenti ad una parabola condotte da un punto

Una generica retta del fascio y — y, = m(x — x,) di centro P/(x,,y,) incontra la parabola
y = ax® + bx + ¢ indue punti distinti le cui coordinate si calcolano risolvendo il sistema:
y =ax’ + bx +c¢
[1]
{y — ¥, = m(x — X,)
Tali punti coincidono , ed in tal caso la retta del fascio &€ tangente alla parabola , se & nullo il
delta dell’equazione risolvente il sistema [1] :
[2] ax*+B(m)-x+C(m)=0 A=B’-4aC [3]
La [3] & una equazione di secondo grado in m e quindi , in generale , assume la seguente forma :
pm*+qgm+k=0 [4]
Se le radici m, , m, dell’equazione [4] sono reali e distinte il punto P,(x,,y,) ¢ esterno alla
parabola e da esso possiamo condurre due tangenti. Se € m, = m, , Po(xo,yo) appartiene alla
parabola e da esso possiamo condurre una sola retta tangente. Se m, ed m, sono radici

complesse e coniugate vuole dire che P/(x,,y,) & interno alla parabola e da esso non

possiamo condurre nessuna tangente alla parabola.

Calcolare le equazioni delle rette tangenti alla parabola y di equazione

y = x> — 3x condotte dal punto P(2,-3)

Si procede come segue:
1) Si scrive |’ equazione del fascio di rette di centro P(2,-3)
Yy — Yo = m(x — X,) y +3=m(x - 2)

2) Sirisolve il sistema formato dall’equazione della parabola e dall’equazione del fascio di rette:

{y=x2—3x

x> — (m + 3)x + 3 + 2m = 0 equazione risolvente il sistema
y =mx —2m - 3

3) Si impone che sia uguale a zero il A dell’equazione risolvente il sistema:

A=@B+m -4383+2m=0 , m-2m-3=0 , m=- m =3
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4) Si sostituiscono i valori trovati nell’equazione del fascio:

t,: x+y+1=0 t,: 3x-y-9=0

y=x2 -3, 1Y /
1_
T I 1 Y, T 3 4

b 3+m 3-1

X; = —— = =1, =-2 ,T(1,-2
" 2a 2 2 & (1.-2)
X, =3 ! 2 -3y, =0 7,30

Laretta T,T, ha equazione: LZ = )1( — :‘:’ X-y-3=0

N.B. L’equazione della retta T,T, puo essere calcolata applicando la regola degli sdoppiamenti al

punto P,(X,,Y,) -

Fascio di parabole
Consideriamo le parabole y di equazione y =ax* +bx+c e y, di equazione

y = a, x> + b x + ¢, . Scriviamo le equazioni delle due parabole in forma implicita:
[31A] y-ax* —bx-¢c=0 y —ax> —bx-c¢ =0 [31B]
e consideriamo una loro combinazione lineare, cioé consideriamo la seguente equazione:
y-ax’-bx-c+k(y-a,x*-b,x-c,)=0 [31C]
L’equazione [31C] puo essere scritta in una delle due seguenti forme:

(k+1)y-(at+ka,)x*-(b+kb,)x-(c+kec,)=0 [31D]

atka, , b+kb, . c+kc,
= X+ X+

[31E]
k+1 k+1 k+1
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: a : : :
Serisulta k # 1 e k = —— abbiamo ancora una parabola ad asse verticale e I’equazione [31C]
a‘1

oppure I’equazione [31D] oppure I’equazione [31E] rappresenta I’equazione di un fascio di
parabole con I’asse parallelo all’asse della ordinate.

Le parabole y e y, sono le generatrici del fascio. Diciamo anche che le parabole y e y,
individuano o generano il fascio.

Se le parabole y e y,, che individuano il fascio, hanno due punti in comune, allora
tutte le parabole del fascio passano per tali punti, detti punti base del fascio.

Un fascio di parabole pud essere anche scritto nella forma y = ax® + bx + ¢ con a,b,c
funzioni lineari di un parametro k.

Quindi I’equazione y=(dk+e)x’+(fk+g)x+(mk+n) rappresenta I’equazione di un fascio
di parabole ad asse verticale.

Al variare di k otteniamo tutte le parabole del fascio con I’unica eccezione della parabola y, che si

ottiene per k = oo . La parabola y si ottiene per k = 0.

a . : . . . i
Per k =-— otteniamo I’equazione della retta AB congiungente i punti base A, B (se esistono) del
al

fascio. Tale retta, assieme alla retta impropria del piano, costituisce una parabola

degenere del fascio. L’equazione [31D] diventa una equazione di primo grado ad una incognita

e quindi rappresenta una retta, precisamente la retta AB .

Per k=-1 otteniamo le equazioni di una coppia di rette parallele all’asse delle ordinate passanti per
I punti base A, B (se esistono) del fascio. Esse hanno equazioni x = x,, X = Xz € si ottengono
risolvendo I’equazione (a-a,)x*+(b-b,)x+(c-c,)=0 [32A]

Queste rette costituiscono una parabola degenere del fascio la cui equazione ¢ la [32A].

Se le parabole y e y,, che individuano il fascio, hanno un solo punto in comune, allora
tutte le parabole del fascio passano per gquesto punto detto punto base
del fascio.

Se le due parabole non hanno punti in comune allora non esistono punti base reali

e le parabole del fascio non hanno alcun punto in comune.
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ESEMPIO Determinare le coordinate dei punti base del fascio di parabole di
equazione y = (k + )x* + 3x — k + 2

= X° +3X + 2
k=0 = y=x"+3x+2 , k=1 = y=2x> +3x+1 y L
y =2x* +3x + 1

A(1;6) e B(-1;0) sonoi punti base del fascio. Vl(—g;—lj Vz(—%;%j .

Scriviamo I’equazione del fascio nella seguente maniera: y = k(x* — 1) + x* + 3x + 2

x> —=1=0 = x = %1 sono le ascisse dei punti base del fascio

Sostituendo questi valori nell’equazione del fascio otteniamo le ordinate dei punti base del fascio:

y=0 , y =6 Abbiamo cosi ritrovato le coordinate dei punti base del fascio A(l;6) e
B(-1;0) . AB: 3x—y+3=0
Osservazione Per scrivere I’equazione di un fascio di parabole dobbiamo conoscere le

equazioni delle due parabole che lo generano. Per semplificare i calcoli nella risoluzione di certi
problemi, potrebbe risultare piu utile sostituire I’equazione di una delle due parabole che

individuano il fascio con I’equazione di una delle parabole degeneri del fascio stesso.

Vediamo in sintesi se il fascio di parabole avente equazione
(k+1)y-(a+ka,)x*-(b+kb,)x-(c+kec,)=0  [31D]

contiene rette o coppie di rette (parabole degeneri)

1) caso: k=-1Ara=za, A A>0 Il fascio di parabole ammette due punti base reali e distinti.

Il fascio contiene due parabole degeneri:

1) una parabola degenere é costituita dalla retta AB, non parallela all’asse y, ed avente

equazione che si ottiene dalla [31D] quando risulta a + ka, = 0 cioé quando risulta k = _a
a‘1
La sua equazione e: (—i + 1jy — (b — i-bl}x - (c — i-clj =0
al al al
(a, — a)y + (ab, — ab)x + (ac, — ac) = 0 retta AB per k = - .
al

2) l‘altra parabola degenere é costituita da due coppie di rette parallele all’asse delle y

aventi equazioni X = X,, X = Xz [(x — Xx,)(Xx — Xz) = 0 equazione complessiva delle due rette]
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VA

Il fascio di parabole ha due punti base e due parabole

degenerti:

1) laretta AB

> 2) lacoppiadirette x — X, =0 X —-Xx; =0

2° caso: k=-1lanaza, AA=0

[ A=B=T ]
Il fascio di parabole ammette due punti base
reali e coincidenti. Il fascio contiene due

parabole degeneri

/]

1) una parabola degenere é costituita dalla tangente t la cui equazione si ottiene

) : : : - . a
dall’equazione del fascio quando risulta a + ka, = 0 cioé quando risulta k = — . La sua
al

equazione &: (a,-a)y+(ab,-a,b)x+(ac,-a,c)=0
2) laltra parabola degenere é costituita dalla coppia di rette coincidenti (x-xT)2 =0.

Il fascio di parabole ha un punto base doppio T.

\// 3° CASO: k=-1aa#a, A A<0
: Esiste una sola parabola degenere, precisamente la

N C retta s che si ottiene dall’equazione del fascio quando risulta
/\ a + ka, = 0 cioé quandorisulta k = e

&

4°caso k=-1lra=a Ab=Dh
Esiste una sola parabola degenere costituita dalla

coppia di rette (x — x,)* = 0 . Esiste un solo punto

base. Tutte le parabole del fascio hanno la stessa

concavita x = x, =
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5°caso k=-1arna=a Ab=Db Anc=#c

Il fascio di parabole non ha punti base e non contiene

rette, cioé non presenta parabole degeneri.

Il fascio ha equazione: y = ax? + bx + C+ ko
1+ k
6° caso k=-1lrna=a Ab=Db Ac=c

Le due generatrici del fascio di parabole coincidono e la combinazione lineare delle loro equazioni

non rappresenta un fascio di parabole. (3%)

Scrivere |'equazione del fascio di parabole passanti per i punti A(x,,y,) e B(xs,Ys)

[caso particolare: A(2,3) , B(4,5) ]

Primo Procedimento y:y =ax’* +bx +¢c Acey = 3=4a+2b+c Bey =

y=ax’ + (1 -6a)x + 1+ 8a

3=4a+2b+c b=1- 6a
5=16a + 4b + ¢

5=16a +4b + ¢ c=1+ 8a

e I’equazione del fascio di parabole aventi A(2,3) e B(4,5) come punti base.

Secondo Procedimento: Si scrive I’equazione della yA

retta AB :ax + by + c=0[x-y+1=0]. a JBrc:O

Considerate le rette verticali X = x, , X = X ( passanti per /A<

I punti base ) si scrive I’equazione della parabola degenere /

del fascio: (x — x,J(x — X3) =0 [x* — 6x + 8 =0 7 Ol |x:x >
X=X, B

Il fascio richiesto ha equazione: ax+by+c+i(x-x,)(x-x;)=0

X—y+1+AX* —6x+8)=0  y=ax’+(1-61)x+1+8%

(36) Dodero Baroncini Manfredi Pagina 311
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Questo fascio comprende la parabola degenere di equazione x> — 6x + 8 =0 costituita dalle rette
verticali x = 2 , x = 4 . Questo fascio contiene:

e laretta AB (siottieneper 1 = 0)
e la coppia di rette di equazioni x =2 , x =4 ( la cui equazione complessiva vale

x> — 6x + 8 =0 ) che si ottiene per 1 = o 0, meglio , introducendo i parametri omogenei h ,

k(ﬂ:E):k(x—y+1)+h(x2—6x+8):0 per k =0

Scrivere |'equazione del fascio di parabole aventi come vertice il punto V(x,,y, ) e
passante per il punto A(x,;V,).
y-y, =a(x-x,)’ & I’equazione del fascio di parabole aventi come vertice il punto V(x, Y, ).

Imponendo il passaggio per il punto A(XA; yA) ci ricaviamo il valore del parametro a. Otteniamo:

yA_yV:a(XA_XV)Z a:yA;yvz
(XA - Xv)
Ya — W 2 Ya = W 2 2XV(yA - yv) X\?(YA - yv)
Y-y = (x-%) y= X’ = X+ +y
! (XA - Xv)2 (XA - X )2 (XA - Xv)2 (XA - X )2 !
Scrivere |'equazione del fascio di parabole v‘
tangenti alla retta t di equazione \

ax + by + ¢ = 0 nel suo punto T di ascissa

X=X [t:2x+y=0, TE-2) ]

0]

/1

Consideriamo il fascio generato dalle parabole degeneri ax + by + ¢ = 0 (x - X )2 =0
L’equazione del fascio é : aX+by+C+)»(x-xT)2 2X+ Yy + Ax -1)* =0

2X + Y + AX* = 2Ax+ A =0 y=-Ax" +21 -Dx -2
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Riepilogo finale

ax+by+c+Kk(x-x,)(Xx-X;)=0 & I'equazione di un fascio di parabole avente A(X,,y,) e
B(Xg, Y5 ) come punti base del fascio, mentre ax+by +c=0 & I’equazione della retta AB .
ax+by+c+k(x-xT)2:0 e I’equazione di un fascio di parabole tangenti alla retta ax+by+c=0

nel suo punto di ascissa X .

Un altro modo di introdurre il fascio di parabole.

Fascio di parabole
y-ax’-bx-c+k(y-a,x’-b,x-¢,)=0 & (k+1)y-(a+ka,)x*-(b+kb,)x-(c+kc,)=0

e I’equazione di un fascio di parabole generato dalle parabole y di equazione
y = ax® + bx + c e y, diequazione y = a, x> + b x + ¢,

Si possono avere i seguenti fasci di parabole:

gt ; O; X - e
b. Fascio di parabole con un punto ol | 55

a. Fascio di parabole con due punti base doppio (ovvero due punti base c. Fascio di parabole non congruenti
base. coincidenti). privo di punti base.

a. Fascio di parabole con un punto base b. Fascio di parabole congruenti privo di
(non doppio). punti base.
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Fascio a
Una parabola degenere € costituita dalla retta AB di equazione ax+by+c=0, un’altra

parabola degenere e costituita (x — x,)(x — xg) = 0 equazione complessiva delle due
rette di equazioni x — x, =0 X — x5 =0
ax+by+c+i(x-x,)(x-x;)=0 € I’equazione del fascio avente come punti base

A(XA’ yA) e B(XB ’ yB)

Fascio b
Il fascio di parabole ammette due punti base reali e coincidenti, cioé tutte le parabole

del fascio sono tangenti in un punto A. Il fascio contiene due parabole
degeneri
1) una parabola degenere e costituita dalla tangente t la cui equazione é:
ax+by+c=0
2) l“altra parabola degenere é costituita dalla coppia di rette coincidenti
(x-x,) =0.
L’equazione del fascio &  ax+by+c+i(x-x,)’

Fascio c
Esiste una sola parabola degenere, precisamente la retta s la cui equazione

deve essere data nel problema. Per calcolare I’equazione del fascio deve essere data
I’equazione della retta s e I’equazione di una parabola del fascio.

Fascio di parabole con un solo punto base non doppio
Esiste una sola parabola degenere costituita dalla coppia di rette

(x - x,)* = 0 Esiste un solo punto base. Tutte le parabole del fascio hanno la

stessa concavita

Fascio di parabole congruenti privo di punti base
Il fascio di parabole non ha punti base e non contiene rette, cioé non presenta

parabole degeneri. Il fascio ha equazione: y=ax*+bx+4. Per calcolare
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I’equazione del fascio bisogna conoscere I’equazione di una sua parabola e sostituire

il termine noto con una costante.
Osservazione Per scrivere I’equazione di un fascio di parabole dobbiamo

conoscere le equazioni delle due parabole che lo generano. Per semplificare i calcoli
nella risoluzione di certi problemi, potrebbe risultare piu utile sostituire I’equazione
di una delle due parabole che individuano il fascio con I’equazione di una delle
parabole degeneri del fascio stesso.

Studiare un fascio di parabole significa:
e Trovare le equazioni delle due parabole che lo generano

e Trovare le coordinate dei punti base del fascio
e Trovare le equazioni delle parabole degeneri del fascio
Studiare il seguente fascio di parabole (k+1)y-(a+ka,)x*-(b+kb,)x-(c+kc,)=0 [o]

Primo caso: k+1=0 cioé k=-1 (a,-a)x’+(b,-b)x+(c,-c)=0 [p] con A>0

L’equazione [p] ammette due radici reali e, quindi, il fascio presenta due punti base e

due parabole degeneri. Ponendo nell’equazione [s] a+ka, =0 cioe k:—ai
1

otteniamo [—iﬂjy-(b —ibljx-(c—icljzo che é I’equazione della retta AB
al a'1 al

contenente i punti base del fascio.

A
’ Il fascio di parabole ha due punti base e due parabole
B
degeneri:

A

/ 1) laretta AB

//Ol > 2) lacoppiadirette x — x, =0 X - Xz =0

x=x, < e

Secondo caso: k+1=0 Cioé k=-1 (a,-a)x*+(b,-b)x+(c,-c)=0 [p] con A=0
Il fascio di parabole ammette due punti base reali e coincidenti e due parabole

degeneri 1) una parabola degenere & costituita dalla tangente t la cui equazione si
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i : : i o . a
ottiene dall’equazione del fascio quando risulta a + ka, = 0 cioé quando risulta k = — . La
a1

sua equazione & (a,-a)y+(ab,-a,b)x+(ac,-a,c)=0
2) l'altra parabola degenere é costituita dalla coppia di rette coincidenti (x-xT)2 =0.

Il fascio di parabole ha un punto base doppio T=A=B.

/]
\// 3° CASO: k=-1nraza, A A<0
Z : Esiste una sola parabola degenere, precisamente la
(\Z T retta s che si ottiene dall’equazione del fascio quando risulta
{\ a + ka, = 0 cioéquandorisulta k = _ai :
1

4°caso k=-1lra=a Ab=Dh
Esiste una sola parabola degenere costituita dalla coppia

di rette (x — x,)* = 0 . Esiste un solo punto base. Tutte le

parabole del fascio hanno la stessa concavita x = x, =

5°caso k=-1aa=a Ab=Db Anc=c

Il fascio di parabole non ha punti base e non contiene rette,

cioé non presenta parabole degeneri. A

c + ke,
1+KkK

Il fascio ha  equazione: y = ax® + bx +

y=ax’+bx+4
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Osservazione
Annullando il coefficiente della y o quello della x* troviamo le equazioni delle

parabole degeneri del fascio.

Esempio numerico
Studiare il fascio di parabole di equazione (k+1)y+(k—-1)x*—2x+3-k=0 equivalente a

y—x2—2x+3+k(y+x2—1):0
e Le parabole che individuano il fascio hanno equazioni: y—x*-2x+3=0 y+x°-1=0

e | e coordinate dei punti base si ottengono risolvendo il seguente sistema:

_y?2 _ — —
y=x"+2x-3 {XA 1 A(L0) {XB 2 B(-2:-3)
y=x?+1 y,=0 Yg=—3

e Ponendo k-1=0 otteniamo 2y-2x+2=0 cioe y—x+1=0 € la retta passante per i
punti base A(10) , B(-2;—3) e rappresenta una delle due parabole degeneri del fascio
e Ponendo k+1=0 otteniamo -2x*-2x+4=0 cioé x*+x-2=0 le cui radici sono le
ascisse dei punti base del fascio. x*+x-2=0 cioe (x-1)(x-2)=0 e I’equazione della

seconda parabola degenere del fascio.
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Equazione polare della parabola

Data la parabola di equazione y*=px e scelti il

fuoco F come polo e I’asse polare orientato

verso la direttrice, I’equazione polare della —_cierefese
P

. p
arabola e: = 11
P = 1+cos 9 [ ]

Infatti, dalla definizione di parabola come luogo geometrico si ha: PQ=PF =p

PQ=AR=AF +FR=p+p-cosw=p+p-cos(9-180°) = p+p-cos| -(180°-9) | = p

p
- 180°-9) = —p-C0SY= -c0s 4 = . d+1)= = 11
p+p-cos( )=p p-p-cOsd=p p-cosd+p=p p-(c0sd+l)=p p Teoss [11]

Area del segmento parabolico: regola di Archimede
Sia y una parabola ad asse verticale avente equazione y=ax>+bx+c. Siano A e B due punti
qualsiasi di y. Dicesi segmento parabolico (ad una base) la regione finita di piano delimitata
dalla parabolay e dalla retta AB.
Regola di Archimede: L’area del segmento parabolico individuato dalla corda
AB e dalla parabola y € uguale ai % dell’area del parallelogramma (rettangolo) che ha

per base la corda AB ed il lato opposto situato sulla retta tangente alla parabola e parallela alla

corda AB . Con parole diverse possiamo dire che I’area del segmento parabolico e uguale ai %

dell’area del parallelogramma circoscritto alla parabola avente un lato coincidente con la corda AB

e gli altri due paralleli all’asse y; oppure uguale ai % del rettangolo circoscritto alla parabola ed

avente un lato coincidente con la corda AB.

(1) Trattiamo il caso piu semplice considerando la . 4y Y
parabola y di equazione y=ax* con a>0 e lacorda AB ﬂ\ j&
parallela all’asse delle ascisse. La retta che contiene tale J“

corda ha equazione y=k. Le coordinate degli estremi

della corda AB si ottengono risolvendo il sistema: D c
y=k
=k
{y ) \ﬁ A[— E;kj B[ E;kj d(A,B)zABzz\ﬁ
y=ax X=%, |— a a a
a
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0

S:E-k\ﬁ:gABAD essendo: AD=k AB:Z\E S:E-S(ABCD):ER
3 a 3 a 3 3
4
: : Y
Perveniamo allo stesso risultato se la parabola y \
B B
ha equazione y=ax’+bx+c e la corda AB & INS
parallela all’asse delle ascisse. e
0 ]

Regola di Archimede: L’area S del segmento parabolico individuato dalla

parabola y e dalla corda AB parallela all’asse delle ascisse e uguale ai % dell’area R del

rettangolo circoscritto alla parabola ed avente un lato coincidente con la corda AB .

Adesso analizziamo il caso in cui la corda AB

non €& parallela all’asse delle
ascisse e dimostriamo che I'area S del

segmento parabolico pud essere

calcolata anche con la seguente formula:

1
=5 falPxe -xaf >

Dimostrazione:

2 2
yB—yA_axé—axf\_a'(XB—XA) a'M'(XB—XA) .

Xg =X Xg = Xp Xg = Xp

Myg =

Equazione della retta AB: y—y,=m,;(X—X,)

y=a-(X,+Xg ) X—a-X, (X, +Xg ) +aX;
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S:J.aﬂlia.(XA_'_XB)X_a.XA'(XA+XB)+aXi_aX2]dX:a'J.j|:(XA+XB)X_%/§~/_XA'XB +}<{—X2}dx

s
S:a-[%(xA+xB)x2—xA-xB x—%xz} :a-{(XLZXB)(xé—xi)—xA-xB(xB—xA)—%(xg—xf\)}

2 2 2 2
Xg + X5 +2X, - Xg Xg 4 X, - Xg + X}
S=a(xg - A)-{ 5 —af- 3

3X2 +3%2 + 6%, — 6X K, —2X2 —2X, - Xy —2X2
S:a(XB—XA)-[ Xg + XA"')({B )7\6/{8 Xg Xp* Xg XA:|=%&(XB—XA)'[X§—2XA'XB+Xi:|

1 1
S=Ea-(xB—xA)-(xB—xA)2=S:Ea-(xB—xA)3

Osservazione: Sia G il punto comune alle tangenti a y rispettivamente in A e B. Si puo

dimostrare che: S:%S(Aéej e quindi: S(ABEF):S(AL%GJ cioé il parallelogramma

(rettangolo) ABEF e equivalente al triangolo ABG.

SI:S(AGBOA):;S(ABEF):;S AGBOA = triangolo mistilineo

Regola di Archimede
L’area S di un segmento parabolico di base AB & uguale all’area del rettangolo ABCD

circoscritto alla parabola avente un lato coincidente con la corda AB . Utilizzando tale regola si puo

dimostrare per via elementare che tale area S si calcola applicando la seguente regola:
1 3
S—E-|a|-|xB “Xa|

Se la parabola ha equazione y=ax’+bx+c e la base AB appartiene alla retta di equazione

\/[(b-m)z -4a(c-q)}3

6a’

y=mx+q possiamo calcolare I’area S utilizzando la formula: S=

con la quale non & necessario calcolare le ascisse dei punti A e B.

Se la parabola ha equazione y=ax’ le due precedenti formule diventano:

[m2-4aq]3

1
S:g'|a|'|XB'XA|3: 622
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Se non vogliamo applicare nessuna delle due A
formule bisogna procedere come segue:
® (Calcoliamo le coordinate dei punti A e B

. . y=ax’+bx+c
risolvendo il sistema:

y=mx+q
® Sj calcola I’equazione della retta t tangente
alla parabola e parallela alla retta AB
® Si calcolano le coordinate del punto di

tangenza P. Si trova:

2 2
X+ Xg _ax,+ax
2 P 2

® |’altezza h del rettangolo ABCD ¢ la distanza del punto P dalla retta AB
® la base del rettangolo € il segmento AB distanzatraipunti A e B

. S:S(ABCD):%AB-PH

\/[(b-m)z -4a(c-q)}3

6a’

Dimostriamo la formula S=

partendo dalla formula S :%-|a|~|x8 Xp|

2
. . . . . - =aXx“+bx+c
Per calcolare le coordinate dei punti A e B bisogna risolvere il sistema: {y
y=mx+(q

La sua equazione risolvente &: ax’+(b—m)x+c—q=0 il suo delta vale: A:(b—m)2+4a(c—q)

JA  (b-mY +4a(c—q)

a

Dall’algebra elementare sappiamo che: |x, —X,|=|x; —X,|=

\/[(b-m)z -4a(c-q)}3

6a’

S:%-|a|-|xE;-xA|3 = S=

3

Szi-|a|- \/(b—m)2_4a(c—q) 1 | |.\/[(b—m)2_4a(C—q)T \/[(b—m)2—4a(c—q)}
6

a 6
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Utilizzando il calcolo integrale voglio dimostrare che:
1 3
S=—-1a|-|Xg-X
= lal-peo x|

Il segmento parabolico & generato dall’intersezione della

parabola di equazione y=ax’ con la retta di equazione

y=mx+(¢. La base del segmento parabolico € il segmento

AB, con A(X,;Y,) € B(Xs:Ys)

AB'=x,—-x, AA=ax’? BB'=ax’
L’area S del segmento parabolico & uguale alla differenza tra I’area del trapezio ABB'A’ e la

somma delle aree S, ed S, dei due triangoli mistilinei.

Xg 0
Slzjaxzdx=%x§ Szzjaxzdx:—%xi
0 Xa
AA'+BB')-AB (axi+axi)(X;—X,) 1
ST=( : ) =( A 82)( B A)=E(X,§+X§)‘(XB_XA)
1 a a
S:ST—Sl—SZ:E(xi+x§)-(x3—xA)—§x§+§xi

S=%[3(XS_XA,X2+Xi.XB+xi)—2xg+2xf\]

a
S==(3%5 —3X, - X5 +3X} - X —3X3 —2X; +2xi):g(x§ —~3X, X5 +3X; - X5 = X} )

a 1
SZE(XB—XA)SZE'|3|'|XB'XA|3

Questa espressione dell’area di un segmento parabolico vale in generale per ogni parabola di

equazione y=ax’+bx+c. Infatti traslando I’origine del sistema di riferimento nel vertice della

parabola si riproduce la configurazione studiata.

Altra dimostrazione

X, +Xg 2

: : a
Dimostriamo che x, = yp=z-(xA+xB)
y—ax;=m(Xx—Xx,) equazione del fascio di rette di centro P(X,;Y,). Tra le rette del fascio cerco

quella tangente alla parabola di equazione y=ax’
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2
y =aXx 1 : : o
, ax’—mx-axi+mx, € l’equazione risolvente il sistema
y—ax;=m(x—x,)

A=m?—4al-ax?+mx,)=0 condizione di tangenza m?-4ax, m+4a’x>=0
P P P P

(m=2ax,)’=0 m=2ax, M=mg = 24X, =A(X,+X;) Xp=ot & y:%-(xA+xB)2

2 P

y=a-(X,+Xg)X—a-X, (X, +Xg )+aX,5 equazione dellaretta AB P(LZXB;%-(XﬁxB)Zj

AB:\/(XB —xA)2 +(ax§ —axf\)2 :\/(xB —xA)2+a2(xB —xA)z(xB +xA)2

AB=(X, —XA)\/1+a2(XB +X, )
a a
E(xB+xA)2—Z(xB+xA)2—9/>(A{—axA xB+9XA{
\/az(xB+xA)Z+1

2a (X, +xA)2 —a(Xg +xA)2 —dax, X, _a (X —xA)2
4\/a2(xB+xA)2+1 4 \/az(xB+xA)2+1

h=d(P; AB)=

h:

2
S:%AB-h: %(XB—XA)\/lJraZ(xB+xA)2 -% (%) =2~(XB—XA)E=%-|a|-|XB X[

Calcolare I’area del segmento parabolico

individuato dalla parabola » di equazione

y:%x2—2x+3 e dalla retta di equazione

y—x+1
>

Per calcolare le coordinate dei punti A e B bisogna risolvere il sistema:
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y—x+i
2

La retta tangente a y e paralella alla retta AB incontra la parabola nel punto P(xp; yp)

quzﬁzg yF,:1-9—6+3:E P 3;E
2 2 2 2 2

y=x—g equazione della retta tangente a » nel punto P(s;gj

AB:\/(S—l)Z (E—EJ =16+16=+/32=4+2 retta AB: 2x—2y+1=0

n=d(PiAB)=" ==t my? 5= apn=2 47720

Jard B 22

Le condizioni che individuano la parabola

L’equazione di una parabola con I’asse parallelo ad uno dei due assi cartesiani dipende in generale
da tre parametri essenziali. Pertanto per individuare almeno una parabola di questo tipo
occorrono tre condizioni che si tradurranno in altrettante equazioni nei parametri a,b,c. Il prodotto

dei gradi di queste tre equazioni ci fornisce il numero massimo di parabole reali che verificano le tre
condizioni date.

Elenchiamo le principali condizioni, con il rispettivo grado, a cui di solito una parabola é sottoposta.
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(1) 1l passaggio della parabola per il punto Pl(xl,yl) di assegnate coordinate equivale ad una
condizione (di appartenenza) di primo grado. Infatti i coefficienti a,b,c debbono verificare
I’equazione di primo grado y, =ax® +bx, +c:

(2) La condizione di tangenza ad una retta di data equazione y=mx+n equivale ad una
condizione di secondo grado:

2
{y_ax +bx+c axz_|_(b_m)x+c—n=0 A:(b—m)z_a(c—n)=0

y=mx+n
(3) Conoscere il vertice V(xv;yv) di una parabola significa assegnare due condizioni di primo

grado, precisamente:

X, :—2l Yy :;—A (equazione solo apparentemente di secondo grado); oppure:
a a

X, :—2L , Yy =ax;+bx,+c (appartenenza del vertice alla parabola)
a

(4) Conoscere il fuoco F(XF;yF) di una parabola significa assegnare due condizioni di primo

grado.  Xx- =—£ Ve =1_—A (equazione solo apparentemente di secondo grado); oppure:

2a 4a

(5) La conoscenza del vertice V e del fuoco F di una parabola corrisponde a tre condizioni (e

non a quattro) di primo grado (di cui solo due apparentemente di secondo grado).

b A 1-A

=X =—— —_— _-
X=X 2a W 4a F 4a

(6) laconoscenza della direttrice corrisponde ad una condizione di primo grado: y, :-14—A
a

(7) La conoscenza dell’asse di una parabola corrisponde ad una condizione di primo grado:

b

Y 2a
(8) La conoscenza del fuoco F e della direttrice di una parabola corrisponde a tre condizioni di

primo grado (di cui solo due apparentemente di secondo grado).

b _1-A _ 1+A

*“2a T YT
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Equazioni di particolari parabole

(1) Scrivere I’equazione della parabola ad asse verticale passante per due punti A(XA;O) e

B(Xg;0) dell’asse delle ascisse.

N v | 7

y=a(x—x,)(x—xg) & I’equazione richiesta in quanto essa ¢ verificata dalle coordinate dei punti

A(x,;0) e B(xg;0). Si tratta di un fascio di parabole passante per i punti A(X,;0) e B(Xg;0).

(2) Scrivere I’equazione della parabola ad asse verticale passante per un punto Pl(x1;0) dell’asse

delle ascisse.

La parabola richiesta ha equazione y:a(x-xl)(x-k) dove i parametri da determinare sono a e K.

(3) Scrivere I’equazione della parabola ad asse verticale tangente all’asse delle ascisse.
La parabola richiesta ha equazione y:(kx+h)2 in quanto questa equazione soddisfa le condizioni

di tangenza con I’asse delle ascisse. | parametri da determinare sono h e k.

15
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(4) Scrivere I’equazione della parabola ad asse verticale tangente all’asse delle ascisse nel punto
V(x,;0). Vedere figura precedente
La parabola richiesta ha equazione y:a(x-x\,)2 in quanto é verificata dalle coordinate del punto

V(x,;0) e verifica la condizione di tangenza con I’asse delle ascisse. L’unico parametro da
determinare e a.

(5) Scrivere I’equazione del fascio di parabole ad asse verticale aventi come vertice il punto
V(%W )-
Y-V, :a(x-xv)2 L unico parametro da determinare & a.

(6) Scrivere I’equazione della parabola ad asse verticale Avente come vertice il punto V (xV ; yv) e

come fuoco il punto F(x. =X,; Ve ).

2
y-yy=a(x-x,) A 1-A -A 1 1
Si considera il seguente sistema 1 Yy=— Yp=——=—+—=Yy,+—
Ve =V, +4_ 4a da 4da 4da 4da
a

Dalla relazione y. =y, +4— mi ricavo il valore del parametro a, che sostituito nella relazione
a

2 . . , . ..
y-y, =a(x-x, )" cifornisce I’equazione della parabola richiesta.
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r) una proprieta della paraboIa.

« Il segmento di tangente ad una parabola i cui estremi sono
il punto di tangenza e l'intersezione con la direttrice & visto dal
fuoco secondo un angolo retto ». | |

Per semplificare i calcoli ci riferiamo ad una parabola avente
equazione y = ax’ il cui fuoco ha coordinate (0,7/,) e la cui diret-
trice ha equazione y = —7?/,,

Lixettrice
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La retta tangente alla parabola nel punto Py = (xo, Vo) ha equa-
zione xx =py +y)

P P ) Q .
Xq = yO———z—— y  Yo=—7/

Xo

~ sono le coordinate del punto comune alla tangente t ed alla di-
rettrice.

Esse si ottengono risolvendo il sistema:

F=—% |
XX = p (¥ + yo)

: _ : - P -
R—F=m4+,w—jr -]

2 2

Xo
Quindi:

P
QFP, = 90°
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Scrivere |'equazione della parabola y ad asse
verticale passante per il punto A(x,;y,) e
tangente in B(X;;y;) alla retta r di equazione

a,X+b,y+c, =0

Primo metodo
Aey = axi+bx,+c=y, [1]

b(x+x
Retta tangente a » nel punto B(Xg;ys) : y+2yB =aX, x+%+c = Ax+By+C=0
. A _B_C . . .
Questa retta coincide con la retta r se: —=b—=— utilizzando due di queste tre uguaglianze
a1 1 Cl

assieme alla [1] possiamo calcolare i valori a,b,c e quindi I’equazione y =ax’+bx+c della

parabola richiesta.

Secondo procedimento

y:y=ax’+bx+c Aey = axi+bx,+c=y, Bey = axi+bx,+c=y,

2
=—ax“+bx+c . . . .
{y Eliminando la y otteniamo I’equazione risolvente: px°+qx+d=0

a,Xx+b,y+c, =0

axi+bx,+c=y,
Impongo la condizione di tangenza A=q°-4pd=0 <axi+bx;+c=Y,
q°-4pd=0

Si tratta di un sistema lineare nelle tre incognite a,b,c le cui soluzioni risolvono il problema.
Scrivere l'equazione della parabola y ad asse verticale passante per il punto

A(3;0) e tangente in B(1;-2) alla retta di equazione x+y+1=0
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5
x+y+1=0 y=x"2-3x
0 A
-5 /3 5
Bl(l,-z)
y:y=ax’+bx+c Aey 9a+3b+c=0
y;2:ax+b(xz+1)+c é I’equazione della retta tangente a » nel punto B(1;-2) applicando la

regola degli sdoppiamenti

(2a+b)x—y+b+2c+2=0 tale retta coincide con laretta x+y+1=0 se:

2a+b=-1 a=1
2a1+b:‘T1:b+zTc+2 b+2c+2=-1  1b=-3 y:y=x2-3x
9a+3b+c=0 c=0

Altra soluzione
Mi scrivo I’equazione del fascio di parabole tangenti alla retta di equazione x+y+1=0 nel punto
B(1;-2)

Scrivere |'equazione del fascio di parabole
tangenti alla retta t di

equazione \
ax + by + ¢ = 0 nel suo punto T di ascissa

X = X L’equazione del fascio e:
2 .
ax+by+c+i(x-x;) o

/T Tx=x \  x

L’equazione del fascio é: ax+by+c+x(x-xT)2 X+ y+1+/l(x—1)2:0
Acy = 3+1+A(3-1)°=0 4+44=0 A=-1 x+y+l-(x-1)"=0

X+y+1-x2=0+2x—1=0 y: y=x>-3X
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Altra soluzione

9a + 3b + ¢ = 0
Aey = 9a+3b+c=0 Bey = a+b+c=-2 c+2=-(atb) a + b + ¢ = -2
8a + 2b = 2
4a+b=1 b=1-4a Impongo la condizione di tangenza:
y=—x-1 ) ) B )
, ax’+bx+c=—x-1 ax’+(b+1)x+c+1=0 A=(b+1)"-4a(c+1)=0
y=ax“+bx+c

(b+1)"+4a(a+b+1)=0  (1-4a+1) +4a(a+1-4a+1)=0 4(a’-2a+1)=0

(a—l)Z:O a-1=0 a=1 b=-3 ¢=0

Scrivere l|'equazione della parabola y passante per i punti A(X,;y.) e B(Xg;Y;s)

ed avente il vertice V(x,;y,) sulla retta r di equazione ax+by+c,=0.

Basta imporre I’appartenenza dei punti A(x,;y,) e B(Xg;yg) alla parabola y e del vertice

V(x,;Y,) allaretta r.

b A
Aey: Bey; V|—;——ler
=7 =7 (Za 4a}

Otteniamo due parabole che sono simmetriche rispetto al punto medio del segmento avente come

estremi i vertici delle due parabole.

Scrivere |'equazione della parabola y passante per i punti A(1;1) e B(2;3) ed

avente il vertice V(x,;y,) sulla retta r di equazione 3x-2y=0.

5 .
B 8 y=x"2-x+1
M V1l M
v V1
A v
o] 2 A
0 2 4
y=-2x"2+8x-5

b?-3b—4ac=0

A] 3 Z(b'—dac)
er =
2a 4a

-b
r: 3x-2y=0 V(—;—— ——+
24 44
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b’-3b-4ac=0 [a=1 [a=-2
Aey = a+b+c=1 Bey = 4a+2b+c=3 <a+b+c=1 b=-1 {b=8
4a+2b+c=3 c=1 c=-5

yry=x"-x+1 V(%;%) 7 y=-2x"+8x-5  V,(2;3)

Formulario sulla parabola

La parabola

Si chiama parabola il luogo dei punti del piano equidistanti da un punto
fisso F, detto fuoco, e da una retta fissa detta direttrice. Assumendo 'asse

x parallelo alla direttrice, si dimostra che la parabola ha equazione:
y=ax’+bx+c

In questa parabola (essendo A = b* — 4ac):

Il vertice ¢é il punto di coordinate: V(—%; - 4%1) ,
L’asse di simmetria ¢ la retta, parallela all’asse y, di equazione: X=rny
Ny . . b 1=-A
1l fuoco & il punto di coordinate: By |
. . . ol EA
La direttrice della retta, parallela all’asse delle x, ha equazione: yEaoas
La parabola di vertice V(x.,y,) ha equazione: y=yw=alx—xy .
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Se nell’equazione y = ax* + bx + ¢

a >0 = laparabola volge la concavita a<0
verso l'alto (Figura a).
y
a>0
| a Figuraa
7 N X
vV
Casi particolari
y = ax’ y = ax® + bx
vertice; V(0;0 b _ b
(0:0) V( 2a’ 4a)
asse: x = 0 __b
* ="
- Flo-L _b —1-p
fuoco: F(O, 4a) F( Ta )
direttrice: y =~ (Fi et T i)
vy =-—g, (Fgurac) | y=—;— (Figurad)
¥ y
a>0
4 Figurad ‘:/
a Figurac '
TR
o=V X
a < 0

la parabola volge la concavita

verso il basso (Figura b).

Y A V

0 ! }—x
a Figurab

a<0

y=ax’+c

V(0;¢)

1
F(O,E‘FC)

— 1
y=C¢—4z (Figura e)

y A Figurae
a>0

e
N
<Y
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Scambiando fra loro gli assi coordinati, si ottiene I'equazione:
x=ay’+by+c

che differisce dall’equazione y = ax®+ bx + ¢ per lo scambio della x con

la y (igure fe g).

Percio, in un piano cartesiano, anche I'equazione x = ay® + by + ¢ rappre-

senta una parabola in cui (essendo A = b> — 4ac):

Il vertice & il punto di coordinate: V(— ?iA_ o _22_ )
a’ a

L'asse di simmetria ¢ la retta, parallela all'asse x, di equazione: y =— %

.. : L FeeN. b
Il fuoco ¢ il punto di coordinate: F (T’ 2a)

La direttrice della retta, parallela all’asse delle y, ha equazione: ~ x = — 1 ZaA

Se nell’equazione x = ay’>+ by + ¢

a> 0 = laparabola volge la concavita a <0 = laparabola volge la concavita

verso destra (Figura f). verso sinistra (Figura g).

y ¥

4 Figuraf .
4 Figurag
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Come calcolare I'equazione di una parabola ad asse verticale

La traslazione degli assi cartesiani

Riferiamo il piano a due sistemi ortonormali di assi cartesiani : xOy (di versori i e | )ed XO'Y
(di versori i' =1 e J' = ]) . Sidice pure che il sistema XO'Y si ottiene dal sistema xOy
mediante la traslazione O -0=ai+p]

(x,y) [(X ,Y)] sono le coordinate cartesiane di un generico punto P del piano rispetto al
riferimento cartesiano xOy [XO'Y] . Siano («,p) le coordinate cartesiane di O’ rispetto al
sistema di riferimento xOy . Quali sono le relazioni che intercorrono tra le coordinate (x,y)
del punto P riferito al sistema xOy e le coordinate (X,Y) dello stesso punto riferito al

sistema XO'Y ?

Scrivendo il vettore P — O' in coordinate cartesiane, una volta rispetto ad xOy e poi rispetto ad

XQO'Y, ricordandoche i’ =i e j’ = j, otteniamo:

(x —a)i +(y—-p)j =X-i"+Y-]* equindi:

X=X-a«a X=a+ X
{Y:y—ﬂ { pg+Y

P-0O

<
I

y Y1
P
y y T=7
> 2
] =)
= 4
J
> :X
I X ol =
> 4
J
ol o x a "X
|
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Costruzione e definizione grafica della parabola

Definiamo parabola il luogo geometrico dei punti P del piano equidistanti da un punto fisso F

detto fuoco e da una retta fissa d (non contenente il fuoco) detta direttrice.

La retta r passante per F e perpendicolare alla direttrice d e I'asse della parabola. La retta r

incontra la retta d nel punto D. Il punto medio V del segmento FD ¢ il vertice della parabola.

Una costruzione geometrica per punti della parabola € la seguente. Disegnate alcune rette

s,,S,,S;,S,, -~ parallele alla direttrice d dalla quale distano, ad esempio, q,,q,,9;,9,,--tracciamo

le circonferenze o,,0,,0;,v,,---di centro F e raggio q,,d,,09;.9,,

I punti comuni di ciascuna retta s con la corrispondente circonferenza ¢ sono punti della parabola la
quale risulta essere simmetrica rispetto al suo asse r. La direttrice d divide il piano in due
semipiani.

La parabola si sviluppa interamente nel semipiano che contiene il fuoco.

U S4

S3
Js

Q2 52

S
Ox '
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La parabola ad asse verticale

Scegliamo un riferimento cartesiano in modo che I’asse X delle ascisse risulti parallelo alla
direttrice d, I’asse Y delle ordinate coincida con I’asse r della parabola, I’origine O coincida col

vertice V. Per i punti P(X ,Y) appartenenti alla parabola é valida la relazione:

D(P,F) = d(P.d) [1]

2 Y F(0.p) Se indichiamo con 2p la distanza tra il fuoco e la
P
direttrice abbiamo:

T T, y=p d(F.d)=2p , peR", F(Op) ., P(X)Y),

Y + p = 0 (equazione della direttrice)

La [1] diventa: \/XZ + (Y - p)2 =|Y + p|

Elevando ambo i membri al quadrato otteniamo:

X% + Y2 —2pY + p® =Y? + 2py + p° Yzﬁx2 [2] pongo: a:%p [3]

ottengo: Y=aX® [4] F(O;Arij Y =- :-% (‘equazione della direttrice)
a a
L’equazione [2] e detta equazione normale o canonica della parabola di parametro 2p.

Vediamo quali sono le principali proprieta della parabola di equazione Y =aX?

1) Si tratta di una curva simmetrica rispetto all’asse delle ordinate

2)a >0 =Y >0 VX <R laparabola volge la concavita verso l'alto

a <0 =Y <0 VXeR laparabolavolge laconcavita verso il basso

3) Il parametro 2p ha il seguente significato geometrico. La retta di equazione Y = p incontra

la parabola nei punti Tl(—2 P, p) e T2(2 P, p) come si deduce facilmente risolvendo il sistema:

Y =p
{XZ _ apy d(T,,T,) = X, — X; =4p
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La distanza tra i punti T, e T, vale 4p ed é tanto maggiore quanto piu grande é il valore del
parametro 2p; cioé 2p caratterizza quella che possiamo definire, anche se impropriamente
larghezza della parabola.

4) 1l piano e diviso dalla parabola in due parti di cui quella che contiene il fuoco é detta interna
(alla parabola), I’altra esterna.

Vediamo adesso quale forma assume I’equazione della parabola y quando come asse delle ascisse
scegliamo una qualsiasi retta x parallela alla direttrice e come asse delle ordinate una qualsiasi retta
y perpendicolare alla direttrice.

Fissiamo nel piano i riferimenti cartesiani XVY e xOy come indicato in figura. La parabola v,
rispetto al riferimento cartesiano XVY , ha equazione: Y =aX?

VVogliamo calcolare I’equazione di y rispetto al riferimento cartesiano xOy sapendo che le formule

. . X=a + X X=X-a«a
di trasformazione sono:  [5] [6]
y=p+Y Y=y-5
dove a e 3 sono le coordinate cartesiane del vertice V rispetto al sistema xOy .
y y / Y r
asse pella parabgla A
asse della parabola
\Y
— » X P
H D direttriceoI
o) "X F
\ d
D H direttrice
X
o >
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b
—2aa =b o 2a .
Ponendo: [7] ) ) [8] otteniamo:
aa + f=¢ ) 4ac — b
f=-aa"+C=——— = —
4a 4a
y=ax’+bx+c [9]

che e I’equazione della parabola y rispetto al riferimento cartesiano xOy. Vediamo adesso come &

possibile dedurre dall’equazione [9] gli elementi caratteristici della parabola y

A -b -A i
Y, = 8= — V|—,— 10] Vertice della parabola
= %=p-5 V] o :
2a F _b,l_A Fuoco della parabola
A 1-A 2a 4a
4a 4a 4a

Y—-4— equazione della direttrice rispetto al riferimento  XVY

a
A +A . . .

y=Y+ pf=—- 1a [11] y:-4— equazione della direttrice della parabola
a a

:2—b equazione dell‘asse della parabola
a

Altro procedimento
Se Y=aX’ & I’equazione della parabola y rispetto al riferimento XVY, allora la sua equazione

rispetto al riferimento xOy assume la forma y = ax® + bx + ¢ . Infatti:

2 , b c , b c b? b?
y=ax"+bx+c = a X" + =X+ —|] = @ X + X+ —+ — - —5| =
a a a a Jda 4da
_ ( bjz dac — b’ ( bjz 4ac — b’ A ( b)z
=a X+ —| +——— |, Yy=aAX+ —| +——— , Y+ —=2a X+ —
2a 4a 2a 4a 4a 2a
X+ —=X x:X—i
Ponendo 2a 2a otteniamo: Y=aX’
y o+ =Y y=Y- >
4da 4a
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Altro procedimento
Adesso voglio dimostrare che la parabola y rispetto al riferimento cartesiano xOy ha equazione

y =ax’ +bx+c . Sostituendo le formule [5] nell’equazione y = ax” +bx +c otteniamo:
,B+Y:a(a+X)2+b(a+X +c),Y =aX’+ (2a + b)X + aa® + ba +c - B

Questa equazione coincide con I’equazione della parabola Y = aX? solo e solo quando:

b

2aa +b =0 @ =75
) cioé quando: 2a
aa” +ba+c- =0 A
,3=—4—

a

Altro procedimento
Se (x,y) sono le coordinate correnti del punto P che descrive la parabola, y = k & I’equazione

della direttrice, (s,t) le coordinate del fuoco, la condizione geometrica PF = PD si traduce

nell’equazione : \/(x s+ (y —t) =]y - k| ciog :

X2 — 25X + §° + y* -2ty + t? = y* — 2ky + k®

2 2 2
X2 —2sx — 2t —k)y +s° +t*P —k*=0,y= L o 8 y, 8+t K
2(t - k) t -k 2(t - k)
1 b
a:— = —_——
2t — k) °T T2
f— 2 [—
Ponendo: <b = > tzl b +4ac:1 = otteniamo: y =ax’ +bx+c
k —t 4a 4a
2 4 2 — K2 k_1+b2—4ac__1+A
B Z(t—k) 4a 4a

che rappresenta I’equazione di una parabola con I’asse parallelo all’asse delle ordinate e che

chiameremo, per semplicita, parabola ad asse verticale. @

. 1 o
Il coefficiente a = ﬂ non puo mai essere nullo

t > k = a > 0 :il fuoco della parabola ¢é al di sopra della direttrice e la parabola volge la

concavita verso l'alto

@ Per ottenere I’equazione [9] abbiamo scelto X //d e quindi rLd . Siccome di solito I’asse x & orizzontale allora r
sara verticale . Per questo motivo la [9] dicesi equazione della parabola ad asse verticale, per cui dire parabola ad
asse verticale significa dire parabola con I’asse con la direttrice parallela all’asse delle ascisse , cioé con I’asse della
parabola perpendicolare alla direttrice . Pertanto dire parabola ad asse verticale o parabola con I’asse parallelo all’asse
delle ordinate ¢ la stessa cosa .
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t < k = a < 0 :il fuoco della parabola ¢ al di sotto della direttrice e la parabola volge la

concavita verso il basso

-b 1- + : . :
Risulta: F(s,t) = F —bl—A y=k= 1rA equazione della direttrice
2a 4a 4a
L’asse della parabola ha equazione x:é—
a
x = -2
Le coordinate del vertice si ottengono risolvendo il sistema: 2a
y = ax® + bx +c¢
ab> b’ 4ac — b? A -b -A
y = — — cC=—— = — — V —_—
4da 2a 4da 4da 2a 4a
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