
Prodotti notevoli 
 

Si  chiamano    prodotti notevoli    alcuni  prodotti  fra  polinomi  che  si  effettuano  in  base  a 

determinate   regole   che   ci   consentono   di   semplificare   certi   calcoli . 

Prodotto della somma di due monomi per la loro differenza:    ( )( ) 2 2a + b a - b = a - b    

Quadrato di un binomio:   ( )2 2 2a + b = a + 2ab + b    ( )2 2 2a - b = a - 2ab + b    

Quadrato di un polinomio       ( )2 2 2 2a + b + c = a + b + c + 2ab + 2ac + 2bc    

( )2 2 2 2 2a+b +c+d =a +b +c +d + 2ab + 2ac+ 2ad + 2bc+ 2bd + 2cd    

Cubo di un binomio  

( )3 3 2 2 3a+b =a + 3a b + 3ab +b               ( )3 3 2 2 3a -b =a -3a b + 3ab -b    

Cubo di un trinomio 

( )3 3 3 3 2 2 2 2 2 2a+b +c =a +b +c + 3a b + 3a c+ 3b a+ 3b c+ 3c a+ 3c b +6abc     

( )( )2 2 3 3a +b a -ab +b =a +b               ( )( )2 2 3 3a -b a +ab +b =a -b     

Potenza di un binomio; triangolo di Tartaglia 

Potenza di un binomio è una potenza del tipo:                         ( )na + b    

Lo sviluppo di ( )a b n+  è un polinomio avente n + 1 termini , di grado n , omogeneo , completo 

ed ordinato secondo le potenze decrescenti di a e crescenti di b . I coefficienti del suddetto polinomio 

si deducono dal triangolo di Tartaglia . 

                                           n      coefficienti 
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
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Regola pratica per il calcolo dei coefficienti 
(1) I termini estremi hanno coefficiente uguale ad 1 

(2) scritto un coefficiente, si ottiene il successivo moltiplicando il coefficiente scritto per l’esponente 

di a nel termine già scritto e dividendo il prodotto ottenuto per il numero che indica il posto occupato 

dal monomio di cui abbiamo già scritto il coefficiente (oppure dividendo per l’esponente di b 

aumentato di 1)  

( )a b a a b a b a b a b ab b+ = + + + + + +2 6 5 4 2 3 3 2 4 5 66 15 20 15 6
1 2 3 4 5 6

 

6 1 6
1

=
⋅   ,  15 6 5

2
=

⋅   ,   20 15 4
3

=
⋅   ,  15 20 3

4
=

⋅   ,  6 15 2
5

=
⋅  

Divisione di un polinomio per un binomio di primo grado 
 

Posiamo utilizzare la regola di Ruffini.  

 

Regola di Ruffini 
Serve a trovare rapidamente il quoziente ed il resto della divisione di un polinomio ( )A x  per un 

binomio del tipo x k+  oppure del tipo ax b+  

•  ( )B x x k= +                               ( ) ( )2 9 16 34 2x x x− − +:  

2 0 9 0 16
3 6 18 27 81

2 6 9 27 65

− −
− − −

− − Resto

Termine noto del dividendo

termine noto del divisore cambiato di segno

coefficienti del quoziente Q(x) che è un polinomio inferiore di un grado rispetto al dividendo 

( ) 3 22 6 9 27Q x x x x= − + −              ,                    65R =     

•   ( )B x ax b= +                      Si procede come segue : 

(1) Si divide ogni termine del dividendo  ( )A x   ed ogni termine del divisore per a 

(2) si esegue la divisione come nel caso precedente 

(3) i coefficienti dei termini del quoziente non vengono alterati 

(4) il  resto trovato , moltiplicato per a , è il resto della divisione del polinomio ( )A x  per il polinomio 

( )B x  
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( ) ( )3 27 2 3 1 : 3 1x x x x− − + −            ,         a = 3   ,    b = −1   

7
3

2
3

1 1
3

1
3

7
9

1
27

26
81

7
3

1
9

26
27

1
81

− −

−

−

     ( )Q x x x= + −
7
3

1
9

26
27

2   , R = ⋅ =
1
81

3 1
27

   

Decomposizione in fattori di un polinomio 

Messa in evidenza totale 
Si applica questo metodo quando tutti i termini del polinomio ammettono un M C D. . .  diverso da 1 . 

In questo caso si raccoglie a fattore comune il M C D. . .  di tutti i termini . 

( )3 2 2x + x +6x= x x + x +6                    ( )3 3 2 2 2 212a b +6a b + 2ab = 2ab 6a b + 3a+b     

( ) ( ) ( ) ( )( )x a+b + 2y a+b +4xy a+b = a+b x+ 2y +4xy    

Messa in evidenza parziale 
Si applica questo procedimento quando è possibile la messa in evidenza a gruppi in modo che, 

mediante una successiva messa in evidenza totale , il polinomio dato viene decomposto nel prodotto 

di due polinomi .       ( ) ( ) ( )( )ax+ay +bx+ xy =a b + y + x b + y = b + y a + x     

Il polinomio da decomporre è un binomio differenza di due quadrati 
La decomposizione si effettua tenendo presente la seguente identità:   ( )( )2 2a - b = a - b a + b    

Il polinomio da decomporre è un binomio somma o differenza di due cubi 
La  decomposizione  del  polinomio  si  effettua  tenendo  presente  le  due  seguenti  identità: 

( )( )3 3 2 2a +b = a+b a -ab +b               ( )( )3 3 2 2a -b = a-b a +ab +b    

Il polinomio da decomporre è un trinomio che è lo sviluppo del quadrato 
di un binomio 

La  decomposizione  del  polinomio  si  effettua  tenendo  presente  le  due  seguenti  identità : 

( )22 2a + 2ab +b = a+b                                         ( )22 2a -2ab +b = a-b        

Il polinomio da decomporre è un quadrinomio che è lo sviluppo del cubo 
di un binomio 

La  decomposizione  del  polinomio  si  effettua  tenendo  presente  le  due  seguenti  identità : 

( )33 2 2 3a + 3a b + 3ab +b = a+b                          ( )33 2 2 3a -3a b + 3ab -b = a-b    

Pagina 3 di 60

Algebra



Il polinomio da decomporre è lo sviluppo del quadrato di un polinomio 
La  decomposizione  del  polinomio  si  effettua  tenendo  presente  una  delle  seguenti  identità: 

( )22 2 2a +b +c + 2ab + 2ac+ 2bc= a+b +c    

( )22 2 2 2a +b +c +d + 2ab + 2ac+ 2ad + 2bc+ 2bd + 2cd = a+b +c+d  

Il polinomio da decomporre è un trinomio del tipo     2x + sx + p    
Se è possibile trovare due numeri a e b per i quali risulta  a b s+ =    a b p⋅ =  allora il polinomio 

si decompone tenendo presente la seguente identità:    ( )( )2x +sx+p = x+a x+b     

( )( )x x x x2 5 14 2 7+ − = − +                                           a b= − = +2 7,  

Se il polinomio da decomporre si annulla per un certo valore x k=  della sua 

variabile, esso può essere decomposto applicando una o più volte la regola di Ruffini. 

 

Equazione di primo grado ad una incognita 
 

E’ una equazione riconducibile alla seguente forma:                   ax = b               [*] 

La soluzione dell’equazione  [*] è una frazione che ha per numeratore il termine noto del secondo 

membro e per denominatore il coefficiente dell’incognita , cioè:                  bx =
a

    

 

Sistema di primo grado a due incognite 
E’ un sistema che ridotto a forma normale, assume la seguente forma: 

ax by c
a x b y c

+ =
+ =



 1 1 1

 

METODO DI SOSTITUZIONE 
Si procede come segue: 

1) Si risolve una delle due equazioni rispetto alla x (rispetto alla y) 

2) L espressione così ricavata si sostituisce nell’altra equazione al posto della x (della y). Si ottiene 

una equazione di primo grado in y (x) la cui soluzione dà il valore della y (x) 

3) Il valore trovato per la y (per la x) viene sostituito nell’espressione precedentemente trovata, 

pervenendo così al valore della x (della y). 
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2x + 3y =4
-5x + y = 7

  
2 4 3
5 7
x y
x y
= −

− + =




 
x y

x y

=
−

− + =







4 3
2

5 7
 − −




+ =5 4 3

2
7y y   − +

+ =
20 15

2
7y y  

− + + =20 15 2 14y y     ,   17 20 14y = +     ,    17 34y =     ,   y = =
34
17

2    

x y
=

−
=

−
=

−
= −

4 3
2

4 6
2

2
2

1            x=-1 , y = 2                                      

METODO   DEL   CONFRONTO 
Si procede come segue: 
1) Si risolvono le due equazioni del sistema rispetto alla medesima incognita ,ad esempio rispetto ad x 
2) Si uguagliano le due espressioni algebriche ottenute e si perviene ad una equazione di primo grado 
in y 
3) Si  risolve  questa  equazione  ottenendo  il  valore  della  y  ,  cioè  si  ottiene  y yo=  
4) Il  valore  dell’altra  incognita  ( nel  nostro  caso  x )  si  ottiene  sostituendo  quello  trovato  yo  
in   una   qualsiasi   delle   due   espressioni  precedentemente  trovate . 

3 7 27
5 2 4

x y
x y
− =
+ =





      
x y

x y

=
+

=
− +










7 27
3

2 4
5

       7 27
3

2 4
5

y y+
=

− +       ,     35 135 6 12y y+ = − +  

35 6 135 12y y+ = − +       ,       41 123y = −         ,      y = − = −
123
41

3   

( )x =
− +

=
− +

= =
7 3 27

3
21 27

3
6
3

2                ,                  x y= = −2 3,  

METODO DI ADDIZIONE E SOTTRAZIONE 

Vogliamo eliminare la y e calcolare la x: 

2
7

3 7 27
5 2 4

x y
x y
− =
+ =





                  m c m. . .( , )7 2 14=        ,    14 = 2
7

          ,   14 =7
2

  

6 14 54
35 14 28
41 82

x y
x y
x

− =
+ =

≠ =









                 sommiamo   membro   a   membro    ,   x = =
82
41

2  

Vogliamo eliminare la x e calcolare la y: 

5
3

3 7 27
5 2 4

x y
x y
− =
+ =





                              m c m. . .( , )3 5 15=        ,       15
3

5=        ,      15
5

3=  

15 35 135
15 6 12

41 123

x y
x y

y

− =
+ =

≠ − =









           Si  sottrae  membro  a  membro            y = − = −
123
41

3  
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METODO DI CRAMER 

Dati  quattro  numeri  a b a b, , ,1 1   il  numero  D
a b
a b

ab a b= = −
1 1

1 1    dicesi  determinante 

del secondo ordine   e  si  ottiene  sottraendo  dal  prodotto  dei  termini  della  diagonale 

discendente   il   prodotto   dei   termini   della   diagonale   ascendente . 

Se il sistema che vogliamo risolvere è ridotto a forma canonica, cioè è del tipo: 
ax by c
a x b y c

+ =
+ =



 1 1 1

 

allora abbiamo: 

D
a b
a b

=
1 1

  = determinante del sistema = determinante formato dai coefficienti delle incognite 

D
c b
c bx =

1 1

 = determinante dell’incognita x = determinante che si ottiene dal determinante del  

                        sistema sostituendo la colonna dei coefficienti della x con la colonna dei termini noti 

D
a c
a cy =

1 1

  = determinante dell’incognita y = determinante che si ottiene dal determinante  

                  del  sistema sostituendo la colonna dei coefficienti della y con la colonna dei termini noti 

Le  soluzioni  del  sistema  dato  ci  vengono  fornite  dalle  due  seguenti  frazioni : 

x D
D

c b
c b
a b
a b

cb bc
ab ba

x= = =
−
−

1 1

1 1

1 1

1 1

           ,         y
D
D

a c
a c
a b
a b

ac ca
ab ba

y= = =
−
−

1 1

1 1

1 1

1 1

   

3 7 27
5 2 4

x y
x y
− =
+ =





    

x =

−

− =
+
+

= =

27 7
4 2
3 7
5 2

54 28
6 35

82
41

2        ,         y = − =
−
+

= − = −

3 27
5 4
3 7
5 2

12 135
6 35

123
41

3  

Numeri reali 
Dicesi numero razionale un qualsiasi numero che può essere scritto sotto forma di frazione. 

Sono pertanto numeri razionali:  (1) tutti i numeri interi (2) tutti i numeri decimali 

limitati (3) tutti i numeri decimali periodici.   Dicesi numero irrazionale ogni 

numero che non può essere scritto sotto forma di frazione. Un numero razionale o 

irrazionale dicesi reale. 
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numeri reali

RAZIONALI  ( numeri frazionari )
Numeri  interi
Numeri  decimali  limitati
Numeri  decimali  periodici

IRRAZIONALI =  numeri che si possono scrivere sotto forma di frazione =  
                         =  numeri  decimali  illimitati  e  non  periodici

1
2
3

)
)
)
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Radicale doppio 

Chiamasi radicale doppio ogni espressione avente la  forma   a b+   oppure  a b−  

2 2a+ a -b a- a -b
a+ b = +

2 2
       

2 2a+ a -b a- a -b
a- b = -

2 2
    

Le suddette formule sono utili se a b2 −  è un quadrato perfetto. In questo caso il radicale 

doppio si trasforma in due radicali semplici. 

7 40
7 49 40

2
7 49 40

2
7 9

2
7 9

2
5 2+ =

+ −
+

− −
=

+
+

−
= +  
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Potenza ad esponente frazionario 
m

n mna = a       
m-
n

m n m
n

1 1a = =
aa

   

Per   le   potenze   ad   esponente   frazionario   valgono   le   seguenti   proprietà   formali: 

⋅
p m pm +
q n qna a = a   

p m pm -
q n qna : a = a   

 
 
 

p
apm q
nqna = a   ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅

m m mm
n n nna b c = a b c    

 
 

mm
nn

m
n

a a=
b b

   

I numeri complessi 
Noi sappiamo che la radice quadrata di un numero negativo non esiste nel campo dei numeri reali. 

Infatti −4  non esiste in R in quanto non è possibile trovare un numero reale il cui quadrato è 

−4  . Per rendere possibile l’estrazione di radice ad indice pari di un numero reale negativo si 

introducono i numeri immaginari.  Si   pone   per   definizione: -1 = i     cioè:   2i = -1  

Il simbolo i , che  rappresenta la radice quadrata del  numero -1 , è detto unità immaginaria. 

Si definisce poi numero immaginario il simbolo bi , che esprime il prodotto del numero reale 

b per l‘unità immaginaria i . Infine, dicesi numero complesso la somma di un numero reale a 

e di un numero immaginario bi . Un numero complesso assume la seguente forma: a +bi      

Due numeri complessi si dicono coniugati quando hanno la stessa parte reale ed opposti i 

coefficienti dell’unità immaginaria. I due seguenti numeri a+bi   e a-b i   sono  complessi e 

coniugati. Le operazioni di addizione, sottrazione, moltiplicazione si eseguono alla stessa maniera 

dei numeri reali con l’unica avvertenza di ricordare che risulta: 2i = -1  

Il prodotto di due numeri complessi e coniugati è un numero reale:   

( ) ( ) ( )23 5 3 5 9 15 15 4 9 30 4 1 30 5i i i i i i i+ ⋅ + = + + + = + + − = +  

Equazione di secondo grado ad una incognita 

2ax + bx + c = 0   
2-b ± b - 4ac

x =
2a

  
2

1
-b - b - 4ac

x =
2a

  
2

2
-b + b - 4ac

x =
2a

  

2Δ = b - 4ac  

Se b è un numero pari   abbiamo: 

 
 
 

2b b- ± - ac
2 2x =

a
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Relazioni fra le radici ed i coefficienti di una equazione di secondo grado 

1 2
bx + x = -
a

           1 2
cx x =
a

 

Scomposizione in fattori di un trinomio di secondo grado 
( )( )2

1 2T(x) = ax + bx +c = a x - x x - x  

dove i numeri x1   ed x2  sono gli zeri del trinomio, ossia le radici dell’equazione 

associata       2ax + bx + c = 0  . 

L’equazione di secondo grado avente come radici due numeri dati ha il primo 

coefficiente uguale all’unità, il secondo coefficiente è la somma dei due numeri 

cambiata di segno, il terzo coefficiente coincide col prodotto dei due numeri. 
2x -S x+ P =0       1 2S x x= +    1 2P x x= ⋅  

 

Equazione biquadratica 
 

Dicesi equazione biquadratica una equazione riconducibile alla seguente forma: 
4 2ax + bx + c = 0      

Si tratta di una equazione di 4° grado priva dei termini di grado dispari. Essa si risolve mediante la 

seguente sostituzione:       x y2 =    ( x y4 2= )  Si ottiene:    2ay + by + c = 0    che è una equazione 

di  2° grado  in  y, la quale ammette due radici reali   y y1 2,    se   ∆ = − ≥b ac2 4 0  . 

x y= ± 1        ,     x y= ± 2     ,      x y1 1= −    ,   x y2 1=    ,   x y3 2= −    ,   x y4 2=  

Equazioni irrazionali 
 

1) L‘equazione irrazionale contiene un solo radicale di indice due: 

( ) ( )A x = B x       

L‘equazione si risolve elevando ambo i membri al quadrato:        ( ) ( )A x B x= [ ]2  

La verifica può essere eliminata se, preliminarmente, imponiamo la condizione di realtà e la 

condizione di positività che, nel caso nostro si traduce nella risoluzione del seguente sistema di 

disequazioni:      
( )
( )

A x
B x

≥

≥







0
0
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2)  Equazione irrazionale del tipo:                       ( ) ( ) ( )A x B x C x+ =    

Le condizioni di realtà e di positività si traducono nel seguente sistema:        
( )
( )
( )

A x
B x
C x

≥

≥

≥









0
0
0

 

Poi bisogna eliminare i radicali separando opportunamente un radicale ed elevando ambo i membri 

al quadrato. 

Segno del trinomio di secondo grado 

 

x
x1 x2

T(x) ; a > 0

T(x) ; a < 0

O O

O O

+

+

+_
_ _

     2Δ=b -4ac>0  

 

 

x
x x1 2=

O

O

T(x)

T(x)

;

;

a>0

a<0

+ +
_ _

   2Δ=b -4ac=0  
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x
T(x)

T(x)

a>0

a<0

+
_

      2Δ=b -4ac<0  

Disequazioni di secondo grado 
Per risolvere una disequazione di secondo grado ad una incognita ridotta a forma canonica basta 

ricordare le proprietà del segno del trinomio.  

− + + >3 7 6 02x x      ∀ ∈ −





x 2
3

3,    (− < <
2
3

3x  ) 

3 7 6 02x x− − =   , x1
2
3

= −    , x2 3=  

 

Le disequazioni fratte 

 

( )( )
( )

2

2

2 7 3 4 15
0

3 2 3 2

x x x

x x

− + −
>

− + +
      per  − < < −3 1

2
x     , 5

3
2< <x    , x > 7  

7 0− =x   ⇒   x = 7  , 3 4 15 02x x+ − =   ⇒   x = −3    x =
5
3

   

    − + + =2 3 2 02x x   ⇒    x = −
1
2

   ,    x = 2  
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x

7 − x
3 4 152x x+ −

− + +2 3 22x x

-3 −
1
2

5
3 2 7

O O

O

O

O O

O O∞∞

+
+

+

+

+
+ + ++

+

+

+

+

+

_ _

_ _ _ _

_ _ _
( )( )

( )
2 7 3 4 15

3 2 3 2

2

2

− + −

− + +

x x x
x x

_

 

I sistemi di disequazioni 

 

125 20 1 0 1
25

1
5

2 8 0 4 2

3 5 12 0 4
3

3

2

2

2

x x per x e x

x x per x

x x per x

− − > < − >

+ − < − < <

− + + > − < <













    

x

125 20 1 02x x− − >

x x2 2 8 0+ − <

− + + >3 5 12 02x x

-4 −
4
3

−
1
25

1
5 2 3

  

Il sistema dato  è verificato per  − < < −
4
3

1
25

x  e  1
5

2< <x    cioè    ∀ ∈ − −











x 4
3

1
25

1
5

2, ,  
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Le disequazioni irrazionali 
 

La disequazione irrazionale ( ) ( )A x > B x  è equivalente al sistema:      
( )
( )
( ) ( )

B x
A x

A x B x

≥

>

>









0
0

2[ ]

 

22 3 2 15x x x− > − −                         per   x ≥ 5  

( )

x x
x

x x x

2

2 2

2 15 0
2 3 0

2 3 2 15

− − ≥
− >

− > − −










                    

x x per x x

x per x

x x x R

2

2

2 15 0 3 5

2 3 0 3
2

3 10 24 0

− − ≥ ≤ − ≥

− > >

− + > ∀ ∈











,

 

x
-3 5

3
2

x x2 2 15 0− − ≥

2 3 0x − >

3 10 24 02x x− + >

O O

O

 

La disequazione      ( ) ( )A x > B x          è equivalente al sistema:              
( )
( )
( ) ( )

B x
A x
A x B x

≥

>

>









0
0       

( )( )2x + 4x - 5 > x + 7 x - 3      per: x ≤ −7    ,   x ≥ 3 

( )( )

( )( )

x x

x x
x x x x

+ − ≥

+ − >

+ − > + −









7 3 0

4 5 0
4 5 7 3

2

2

    
x x per x x
x x per x x

x R

2

2

4 21 0 7 3
4 5 0 5 1

16 0

+ − ≥ ≤ − ≥

+ − > < − >
> ∀ ∈









,
,  

3 2 5 6x x+ > −                            per                    6
5

4≤ <x  

5 6 0
3 2 0
3 2 5 6

x
x
x x

− ≥
+ >
+ > −









              

5 6 0 6
5

3 2 0 2
3

2 8 0 4

x per x

x per x

x per x

− ≥ ≥

+ > > −

− + > <
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x
4

−
2
3

6
5

O
O

5 6 0x − ≥

3 2 0x + >

− + >2 8 0x
 

La  disequazione irrazionale          ( ) ( )A x < B x        è equivalente ai due seguenti sistemi: 

( )
( )

B x
A x

≥

<







0
0

                             
( )
( ) ( )

A x

A x B x

≥

<







0
2[ ]

 

22 6 5x x x− < − +                per :           x ≤ 1 

x x per x x
x per x

2 6 5 0 1 5
2 0 2

− + ≥ ≤ ≥
− < <





,
                 Il sistema è verificato per   x ≤ 1 

x
1 2 5

x x2 6 5 0− + ≥

x − <2 0

O
O

 

( )
x

x x x

− ≥

− < − +







2 0

2 6 52 2
                 

x per x

x per x

− ≥ ≥

− < <







2 0 2

2 1 0 1
2

 

Questo secondo sistema non ammette soluzioni. 

 

Disequazioni con valori assoluti 
 

•     
x <

>





σ
σ 0

   ⇔    − < <σ σx                • • • • •
0x x−σ σ

x  

•                ( )f x <

>







ε

ε 0
     ⇔      ( )− < < +ε εf x      ⇔       

( )
( )

f x
f x

< +

> −







ε

ε
 

•    
x h
h

>

>



0

   ⇔     x h x h< − ∧ >      •• • ••
0x x

x
- h + h

 

•              ( )f x k
k

>

>





0
          ⇔         ( ) ( )f x k f x k< − ∧ >  
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•            
x c− <

>





δ
δ 0

     ⇔        − < − <δ δx c         ⇔       c x c− < < +δ δ  

• • • • •
x x

x
c−δ c c+δ

 

•           ( )f x c R− < ∈ +δ    ⇔   ( )− < − <δ δf x c    ⇔    ( )c f x c− < < +δ δ  

Queste disequazioni ti serviranno quando farai anali matematica. 

La funzione esponenziale 
 

Grafico della funzione esponenziale  ( ) xf x =a      

o
x

1

a x

a > 1 y x= 2
0 1< <a

y
x

=






1
2

Grafico della funzione

esponenziale

 

Equazione esponenziale normale      xa = b       

Teorema:  Se a e b sono numeri reali positivi diversi da uno, l’equazione esponenziale xa = b  
ammette una ed una sola soluzione x1 , precisamente una radice positiva (negativa) se 
a > 1  e b > 1 oppure 0 1< <a  e 0 1< <b  [ a > 1  e 0 1< <b  oppure 0 1< <a  e b > 1 

2 8x =   , 2 8x =    , x = 3   , 
1
3

1
27




 =

x

   , 
1
3

1
3

3



 =






x

   , x = 3 

Risoluzione di alcune equazioni esponenziali 
 

L‘equazione esponenziale     ( ) ( )f x g xa = a   è equivalente all’equazione algebrica : ( ) ( )f x g x=    

Le equazioni esponenziali      ( ) ( )⋅⋅ ⋅2 f x f xk a + n a + p = 0        ( )
( )⋅ f x

f x
nk a + + p = 0

a
    

si risolvono ponendo: ( )y a f x= . Otteniamo rispettivamente le due seguenti equazioni algebriche: 

2m y + n y + p = 0           my n
y

p+ + = 0                cioè:           2m y + p y + n = 0   

Se y1  ed y2  sono le radici reali delle equazioni algebriche trovate , abbiamo:  

( )a yf x = 1       ,       ( )a yf x = 2  

Pagina 17 di 60

Algebra



Definizione di logaritmo 
Se a b R, ∈ +  , definiamo logaritmo del numero b  nella base a  e lo indichiamo col simbolo 

alog b  la radice dell’equazione a bx =  , cioè logaritmo del numero b nella base a è 

l’esponente x che bisogna dare ad a per avere b .    In simboli abbiamo: 

loga b x=   ⇔    xa b=      

Sussistono pertanto le 4  seguenti identità:  x
alog a = x   alog ba = b   ( ) ( )alog f xa = f x    ( ) ( )lnf xa =f x  

Funzione logaritmo   ( ) logaf x x=  

Grafico della funzione 

logaritmo 

 

Grafico della funzione  
10logy x=  

 

Grafico della funzione  1
10

logy x=  

 
 

Teoremi fondamentali sui logaritmi 
 

⋅a a alog b c = log b + log c     a a a
blog = log b - log c
c

   ⋅m
a alog b = m log b    

1
n n

a a a
1log b = log b = log b
n

   
m

mn n
a a a

mlog b = log b = log b
n

 

Altre proprietà dei logaritmi 
I logaritmi nella stessa base di numeri reciproci sono numeri reali opposti 

a a a a
1log = log 1 - log x = - log x
x

  

Logaritmi in basi reciproche di numeri reciproci sono uguali 

1 a
a

1log = log x
x

   a
x

1log x =
log a

   
n

n
a a

log b = log b     
n

n
a a

log b = log b    a1
a

log x=-log x  
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Equazioni logaritmiche 
 

L‘equazione logaritmica      ( ) ( )a alog f x = log g x         [A]      con a > 0  ed a ≠ 1 è 

equivalente al seguente sistema misto:                
( ) ( )
( )
( )

f x g x
f x
g x

=

>

>









0
0

                       [B] 

L‘equazione  ( ) ( ) ( ) ( )a x a xlog f x = log g x  equivale al sistema misto : 

( ) ( )
( )
( )
( ) ( )

f x g x
f x
g x
a x a x

=

>

>

> ≠











0
0
0 1,

  

 

L ‘ equazione:   ( ) ( )⋅ ⋅2
a ak log f x + h log f x + n = 0    si risolve ponendo   ( )loga f x y=    

Otteniamo il seguente sistema misto: 
( )f x

k y h y n y y
>

+ + = ⇒





0
02

1 2,
  ( )f x a y= 1  , ( )f x a y= 2    

L‘equazione:  ( ) ( )
⋅ a

a

hk log f x + + n = 0
log f x

    si risolve ponendo :  ( )loga f x y=    

Otteniamo il seguente sistema misto:     
( )f x

k y
h
y

n

>

+ + =








0

0
        

 

Disequazioni logaritmiche 

La disequazione 
( ) ( )




a a
>log f x log g x<

a > 1
     è equivalente a   

( )
( )
( ) ( )







f x >0

g x >0
>f x g x<

 

La disequazione 
( ) ( )




a a
>log f x log g x<

0<a< 1
     è equivalente a   

( )
( )
( ) ( )







f x >0

g x >0
<f x g x>

 

come si deduce facilmente utilizzando i seguenti grafici: 
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Disequazioni esponenziali 
 

( ) ( )



f x g xa >a
a>1

    ⇒   ( ) ( )f x >g x        
( ) ( )




f x g xa >a
0<a<1

    ⇒   ( ) ( )f x <g x  

 
( ) ( )




f x g xa <a
a>1

    ⇒   ( ) ( )f x <g x        
( ) ( )




f x g xa <a
0<a<1

    ⇒   ( ) ( )f x >g x  
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La distanza tra due punti 
La  distanza  tra  i  punti  ( )A x y1 1,   e  ( )B x y2 2,   si  calcola  applicando  la  seguente  formula : 

( ) ( )2 2
2 1 2 1d(A,B) = AB = x - x + y - y  

( ) 2 1d A,B = x -x  

( )d A,B  = ascissa maggiore - ascissa minore 

 

A B

x

y1= y2

y

O x1 x2  
 

( ) 2 1d A,B = y -y  

 

( )d A,B  = ordinata maggiore - ordinata minore 

 
          y
        y2                                     B

         y1                                    A

          O                             x1 = x2                  x
 

Le coordinate del punto medio di un segmento 
 

                    j
→

                     

y

•

•
M

P1

P2y2

y
M

y1

O x1 xM x2

x

 

1 2
M

x + xx =
2

     1 2
M

y + yy =
2

 

Le coordinate del baricentro di un triangolo 

     1 2 3
G

x + x + xx =
3

       1 2 3
G

y + y + yy =
3
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La retta 
 

 ax+by +c=0   equazione generale della retta o equazione della retta sotto 

forma implicita.  

  y =mx+q   equazione della retta sotto forma esplicita. 

 

 

x

y

A

O Bp

q
ϑ

m tg= ϑ

 

m tg a
b

= = −ϑ  = coefficiente angolare  

                                   della retta 

cq
b

= −  = ordinata all’origine 

 

Equazione della retta passante per i punti   ( )A x y1 1,    e   ( )B x y2 2, :    1 1

2 1 2 1

x -x y -y=
x -x y -y

   

2 1

2 1

y -y am = =-
x -x b

   =   coefficiente angolare della retta passante per i punti ( )A x y1 1,  e ( )B x y2 2,  

( )1 1y -y =m x-x   equazione della retta passante per il punto  ( )1 1 1;P x y  ed avente coefficiente 

angolare  m   

  x y+ =1
p q

      equazione segmentaria  della   retta 

Rette parallele 
 

Due rette sono parallele se i loro coefficienti angolari siano uguali. 

1m =m    oppure  1a =k a   ,  1b =k b   in particolare per k =1  

( ) ( )1 1a x - x + b y - y = 0  equazione della retta passante per il punto ( )P x y1 1 1,  e parallela alla retta r 

di equazione ax by c+ + = 0:                    

( )1 1y - y = m x - x   equazione della retta passante per il punto ( )P x y1 1 1,  e parallela alla retta r di 

equazione y mx n= +  
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Rette perpendicolari 
Due rette sono perpendicolari è che i loro coefficienti angolari siano antireciproci, cioè che il 

prodotto dei loro coefficienti angolari sia -1. 

r s⊥  ⇔  [ m m⋅ = −1 1 , oppure  a a bb1 1 0+ =    oppure  a kb1 =  e b ka1 = −  con { }k R∈ − 0  

                   oppure a b1 =   e b a1 = −     oppure a b1 = −   e b a1 =    ] 

ax by c+ + = 0  e  0bx ay d− + =    sono rette fra loro perpendicolari. 

( ) ( )1 1 0b x x a y y− − − =   equazione della retta passante per il punto ( )P x y1 1 1,  e perpendicolare alla 

retta r di equazione ax by c+ + = 0:           

( )1 1
1y - y = - x - x
m

                    equazione della retta passante per il punto ( )P x y1 1 1,  e perpendicolare 

alla retta r di equazione y mx n= + :                                       

Distanza di un punto da una retta 
Distanza del punto ( );P PP x y  dalla retta r di data equazione 

Se la retta ha equazione 0ax by c+ + =   la distanza vale: ( )
2 2

, P Pax by c
d P r

a b

+ +
=

+
 

Se la retta ha equazione y mx n= +    cioè  0mx y n− + =    vale ( )
2

,
1

Pmx y n
d P r

m

− +
=

+
 

Fascio di rette 
( )o oy - y = m x - x   o  ( ) ( )o oa x - x + b y - y = 0   fascio di rette avente di. centro ( )P x yo o o,  

( )1 1 1ax+b y +c+h a x+b y +c     oppure    ( ) 1 1 1k ax+b y +c +a x+b y +c   è  l‘equazione 

del fascio di rette  individuato  dalle  rette  r  ed  s . 

Studiare un fascio di rette a centro proprio significa  •  trovare le equazioni delle rette 

che lo generano •  trovare le coordinate del suo centro. 

Per trovare le rette che individuano il fascio si sviluppa il primo membro 

dell’equazione del fascio e poi si mette in evidenza il parametro k. 

2 3 13 5 0kx x ky y k+ − − + + =     ( )2 3 13 5 0x y k x y− + + − + =  

Le equazioni che generano il fascio si ottengono annullando il complesso dei termini 

che non contiene il parametro k e il coefficiente del parametro k.  
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Risolvendo il sistema fra le equazioni delle rette che individuano il fascio otteniamo 
le coordinate del centro del fascio. 

 

Un altro modo di calcolare le coordinate del centro del fascio 
 

Basta attribuire al parametro k due valori arbitrari; i più semplici possibili. 

Per trovare tali valori basta annullare, se possibile, i coefficienti delle variabili x ed y.  

La circonferenza 
 

( ) ( )2 2 2x - α + y - β = r     circonferenza di centro ( )C α β,  e raggio r    

2 2 2x + y = r    equazione di una circonferenza col centro nell’origine e raggio r  

Equazione generale della circonferenza 
2 2x + y + ax + by + c = 0         

a
b
c r

= −
= −

= + −









2
2
2 2 2

α
β

α β

         

α

β

α β

= −

= −

= + − = + −















a

b

r c a b c

2

2
1
2

42 2 2 2

 

 

La circonferenza che risulta reale se    r c2 2 2 0= + − >α β     cioè se:     2 2α +β >c      
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Intersezione di una retta con una circonferenza 
Le coordinate dei punti d’intersezione di una retta r di equazione y mx n= +  con una 

circonferenza σ  di equazione x y ax by c2 2 0+ + + + =  si ottengono risolvendo il 

sistema tra l’equazione della retta e l’equazione della circonferenza: 
y mx n
x y ax by c
= +

+ + + + =





2 2 0
                       [8] 

Intersezione di due circonferenze: asse radicale 
σ:  x y ax by c2 2 0+ + + + =      ,        σ 1 :     x y a x b y c2 2

1 1 1 0+ + + + =  

Per calcolare le coordinate dei punti comuni alle circonferenze σ e σ 1  basta risolvere il seguente 

sistema: 
x y ax by c
x y a x b y c

2 2

2 2
1 1 1

0
0

+ + + + =

+ + + + =






            

Sottraendo membro a membro otteniamo: 

( ) ( )

x y ax by c
x y a x b y c

a a x b b y c c

2 2

2 2
1 1 1

1 1 1

0
0
0

+ + + + =
+ + + + =

− + − + − =







 # #

 

L’equazione   ( ) ( )1 1 1a -a x+ b-b y +c-c =0   rappresenta una retta detta asse radicale delle due 

circonferenze. Tale asse radicale contiene i due punti  A e B   comuni alle due circonferenze. 

Pertanto  le  coordinate  di  questi  due  punti  si  ottengono risolvendo uno dei due seguenti sistemi: 

( ) ( )a a x b b y c c

x y ax by c

− + − + − =

+ + + + =






1 1 1

2 2

0

0
                       

( ) ( )a a x b b y c c

x y a x b y c

− + − + − =

+ + + + =






1 1 1

2 2
1 1 1

0

0
 

           

L’asse radicale risulta perpendicolare alla retta (detta asse centrale) passante per i centri delle 

due circonferenze. 
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Equazione delle rette Tangenti ad una circonferenza uscenti da un dato 
punto 

Primo metodo 

•   Ci calcoliamo il centro ed il raggio della circonferenza σ  

•   Scriviamo l’equazione del fascio di rette di centro ( )P x y1 1 1, :  ( )1 1y -y =m x-x      [1] 

•   I punti comuni alla generica retta del fascio [1] ed alla circonferenza σ si ottengono risolvendo il  

sistema: 
( )

( ) ( )
y y m x x

x y r

− = −

− + − =







1 1

2 2 2α β
     oppure   

( )y y m x x

x y ax by c

− = −

+ + + + =






1 1

2 2 0
    [2] 

•   Come risolvente otteniamo una equazione di secondo grado in x o in y: 

( ) ( ) ( )A m x B m x C m⋅ + ⋅ + =2 0       oppure   ( ) ( ) ( )D m y E m y F m⋅ + ⋅ + =2 0  

Le radici m1  ed m2  dell’equazione [4] sono i coefficienti angolari delle tangenti richieste. 

t1 :  ( )1 1 1y -y =m x-x                                        t2 :  ( )1 2 1y -y =m x-x     

Osservazione 
Con questo secondo procedimento, in generale, i calcoli sono piuttosto laboriosi. 

 

Secondo metodo  
 

Basta scrivere l’equazione del fascio di rette ( )1 1y -y =m x-x  nella forma implicita:  

     1 1m x-y + y -m x =0           [5] 

ed imporre che la distanza del centro C della circonferenza σ dalla generica retta del fascio vale r . 
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Otteniamo:              1 1
2

mα-β+y -mx
=r

m + 1
                      [6] 

Elevando ambo i membri al quadrato otteniamo una equazione di secondo grado in m 

le cui radici m1  ed m2  rappresentano i coefficienti angolari delle due tangenti richieste. 

Osservazione 
Per calcolare le coordinate dei punti di tangenza basta risolvere il sistema fra l’equazione 

della circonferenza e l’equazione di ciascuna tangente. 

 

 

Equazione della retta tangente ad una circonferenza in un punto  
Sia ( )P x y1 1 1,  un punto della circonferenza  di centro ( )C α β, . Per calcolare l’equazione della 

retta tangente alla circonferenza σ  nel suo punto ( )P x y1 1 1,  basta applicare la seguente formula 

( ) ( )1 1 1 1x x+ y y -α x+x -β y+y +c=0    [10]    

Che rappresenta la cosiddetta regola degli sdoppiamenti secondo la quale 

x x x2
1→  y y y2

1→  2 1x x x→ +  2 1y y y→ +  2 1 1xy x y y x→ +  

Tale regola vale per tutte le coniche.   

In questo caso possiamo procedere anche nella seguente maniera: 

•  calcoliamo le coordinate del centro C  della circonferenza 

•  calcoliamo il coefficiente angolare 
1CPm  della retta 1CP  

•  il coefficiente angolare della retta tangente è l’antireciproco della retta 1CP  

La sua equazione è:  ( )
1

1 1
CP

1y -y =- x-x
m
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Fascio di circonferenze 
 

Date due circonferenze σ  e 1σ  aventi rispettivamente equazioni: 

0),( 22 =++++= cbyaxyxyxg                0),( 111
22

1 =++++= cybxayxyxg    

Si chiama fascio di circonferenze generato da σ  e 1σ  l’insieme di tutte le circonferenze aventi 

equazioni:                               1( , ) ( , ) ( , ) 0f x y g x y k g x y= + ⋅ =              cioè. 

( )⋅2 2 2 2
1 1 1f(x,y) = x + y + ax + by + c + k x + y + a x + b y + c = 0    cioè: 

2 2
1 1 1(1 + k)x + (1 + k)y + (a + k a )x + (b + k b )y + c + k c = 0    

Per studiare un fascio di circonferenze occorre trovare:  01) il suo centro ( );C α β  in 

funzione del parametro 02) il suo raggio 2 2r cα β= + −  in funzione del parametro 

03) le due circonferenze (una delle due potrebbe essere degenere) che generano il 

fascio  04) gli eventuali punti base H e K  05) l’asse radicale (si ottiene ponendo 

1k = −  nell’equazione del fascio)  06) l’asse centrale  07) eventuali circonferenze 

degeneri. Una circonferenza degenere può essere una retta (concepita come 

una retta di raggio infinito) oppure un punto (concepito come una circonferenza di 

raggio nullo) 

 

Equazioni parametriche della circonferenza 
 

ϑ

ϑ


⋅ ⋅


 ⋅ ⋅


2

2

2

1-tx=α+r cos =α+r
1+t
2ty =β+r sin =β+r

1+t

              0 2≤ ≤ϑ π       t tg=
ϑ
2
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La parabola con l’asse parallelo all’asse delle ordinate, detta anche 
parallela ad asse verticale 

Se scegliamo gli assi cartesiani in modo che l’asse delle ascisse sia parallelo alla 

direttrice d, l’equazione della parabola assume la forma      2y = ax + bx + c      

 
 
 

-b -ΔV ,
2a 4a

     Vertice   della   parabola             
 
 

-b 1 - ΔF ,
2a 4a

      Fuoco   della   parabola 

1+Δy =-
4a

   equazione della direttrice della parabola 

-bx=
2a

         equazione    dell‘asse    della     parabola     2 4b ac∆= −   24ac b−∆= −  

a > 0   ( a < 0  )   la   parabola   volge   la    concavità verso l’alto    (il basso ) 

 

O
x

y

P

r

F

D H
dV

asse della parabola

direttrice

•

•
•

     

Pagina 29 di 60

Geometria Analitica



 

Equazione di una parabola di dato vertice 
 

( )2
V Vy -y =a x-x     con  ( )V VV x ;y   vertice della parabola 

 

La parabola con l’asse parallelo all’asse delle ascisse, detta anche 
parallela ad asse orizzontale 

Se scegliamo gli assi cartesiani in modo che l’asse delle y risulti parallelo alla direttrice d, allora 

l’equazione della parabola assume la forma:   2x = ay + by + c        

 
 
 

-Δ -bV ,
4a 2a

    Vertice   della   parabola         
 
 
 

1-Δ -bF ;
4a 2a

         Fuoco   della   parabola 

  1 + Δx = -
4a

    equazione della direttrice della parabola 

-by =
2a

        equazione    dell‘asse    della     parabola 

a > 0   ( a < 0  )   la   parabola   volge   la    concavità verso destra     (sinistra ) 

Se  b c= = 0  l’equazione della parabola assume la forma:    2 21x = ay = y
4f

⇔  2y = 4f x  

F
a
1

4
0,





     ( ),0F f       
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O

y

x

d

r
asse della parabolaFV

•H

D

P

 

 

Intersezione di una retta con una parabola 
Per calcolare le coordinate dei punti di intersezione della parabola y ax bx c= + +2  con la retta 

y mx n= +  basta risolvere il seguente sistema:                    
y ax bx c
y mx n
= + +
= +





2

 

Tangenti ad una parabola condotte da un punto 
 

Trattiamo questa questione risolvendo il seguente problema: 

Calcolare le equazioni delle rette tangenti alla parabola γ  di equazione  y x x= −2 3  

condotte dal punto ( )P 2 3,−  

Si procede come segue: 

1) Si   scrive   l ’ equazione   del   fascio   di   rette   di   centro   ( )P 2 3,−  

          ( )y y m x xo o− = −                  ( )y m x+ = −3 2  
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2) Si risolve il sistema formato dall’equazione della parabola e dall’equazione del fascio di rette: 

y x x
y mx m
= −
= − −





2 3
2 3

       ( )x m x m2 3 3 2 0− + + + =   equazione   risolvente   il   sistema 

3) Si impone che sia uguale a zero il ∆ dell’equazione risolvente il sistema: 

( ) ( )∆ = + − + =3 4 3 2 02m m      ,    m m2 2 3 0− − =     ,  1 1m =−           m2 3=  

4) Si sostituiscono i valori trovati nell’equazione del fascio: 

t1 :   x+ y +1=0            t2 :   3x-y -9=0   

x

y x x= −2 3 y

x y+ + =1 0

3 9 0x y− − =

Po

V

3
2

x y− − =3 0

T1

T2

    

Retta tangente alla parabola in un suo punto 
In questo caso è più conveniente applicare la regola degli sdoppiamenti mediante le 

sostituzioni  →2
ox x x     → ox + xx

2
    → oy + yy

2
 

⋅o o
o

y + y x + x=ax +b +c
2 2

 è l’equazione della tangente richiesta 

Fascio di parabole 
 

Date le parabole γ  di equazione cxbxay ++= 2  e 1γ   di equazione 11
2

1 cxbxay ++=  il 

fascio di parabole generato da γ  e 1γ  è l’insieme di tutte le parabole aventi equazione: 

( )2 2
1 1 1y -ax -b x-c+k y -a x -b x-c =0  

che può essere scritta anche in una delle due seguenti espressioni 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1k +1 y - a+k a x - b +k b x- c+k c =0  
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21 1 1a+k a b +k b c+k cy = x + x+
k +1 k +1 k +1

 

( )2 2y + 2x -10x + 7 + k y - x + 2x - 2 = 0  è l’equazione del fascio di parabole individuato dalle 

parabole  :γ = − + −2y 2x 10x 7   e  1 :γ = − +2y x 2x 2  e questo è il grafico di alcune sue componenti: 

   
Studiare un fascio di parabole vuole dire calcolare le equazioni delle sue generatrici, le coordinate 

degli eventuali punti base e le equazioni delle parabole degeneri. 

Come calcolare le equazioni delle generatrici 
 

Si riscrive l’equazione del fascio di parabole mettendo in evidenza il parametro. Le 
equazioni delle due generatrici si ottengono una per k =0  e l’altra uguagliando a zero 
il fattore che moltiplica il parametro. 

 

Come calcolare le coordinate dei punti base 
 

Basta risolvere il sistema formato dalle equazioni delle due generatrici. I casi possibili 
sono quelli indicati in figura. 
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Le parabole degeneri sono quelle segnate in giallo. Una parabola degenere è la retta 
passante per i punti base, un’altra potrebbe essere quella costituita da due rette parallele 
all’asse delle ordinate, cioè all’equazione ( )( )A Bx-x x-x =0  

Ellisse 
 

2 2

2 2
x y+ =1
a b

     2 2 2a -c =b   2 2 2a =b +c       
2 2a -b2c ce= = =

2a a a
 

( )yxP ;   ,  ( )0;cF   ,  ( )0;cF −′   ,  ( )0;aA   ,  ( )0;aA −′   ,  ( )bB ;0   ,  ( )bB −′ ;0  
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Rette tangenti all’ellisse uscenti da un dato punto 
 

Per calcolare le equazioni delle rette tangenti all’ellisse 
2 2

2 2
x y+ =1
a b

 uscenti dal punto 

( )o o oP x ;y  si procede come segue: 

(1)    Si scrive l’equazione del fascio di rette di centro ( )o o oP x ;y :  ( )o oy -y =m x-x  

(2)  Si trova l’equazione di secondo grado in x che è la risolvente il sistema: 

( )





2 2

2 2

o o

x y+ =1
a b

y -y =m x-x
 

(2)  Si impone la condizione di tangenza annullando il delta dell’equazione    
2B -4AC=0  e si ottiene una equazione di secondo grado in m, cioè una equazione del 

tipo:  2pm +qm +r =0   le cui soluzioni 1m  ed 2m  sostituite nella     ci consentono di 

calcolare le equazioni richieste. 

 

Retta tangente all’ellisse in un suo punto 
In questo caso è più conveniente applicare la regola degli sdoppiamenti mediante le 

sostituzioni  →2
ox x x     →2

oy y y  

o ox yx+ =1
a b

     è l’equazione della tangente richiesta 
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Equazioni parametriche dell’ellisse 

ϑ

ϑ


⋅ ⋅


 ⋅ ⋅


2

2

2

1-tx=a cos =a
1+t

2ty =b sin =b
1+t

 

Iperbole 
2 2

2 2
x y- =1
a b

   ( )A a;0    ( )1A -a;0   vertici reali dell’iperbole  ( )B 0;b   ( )1B 0;-b    vertici ideali 

( )F c;0    ( )1F -c;0     fuochi dell’iperbole   2 2 2c -a =b    2 2 2c =a +b    2 2c= a +b  

by = ± x
a

   asintoti dell’iperbole   

x

y

o A F

B

A1F1

B1

P

y b
a

x=y b
a

x=−

RS

T U

    

 

 
 
 

22 2a +bc be= = = 1+ >1
a a a

 eccentricità dell’iperbole.  

2

2

a a cx= ± = ± = ±
e c e

  sono le direttrici dell’iperbole e sono ad essa esterne. 
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Iperbole con i fuochi sull’asse delle x : 

12

2

2

2

=−
b
y

a
x  

( )2 ,0A a   ( )1 ,0A a−   ( )2 ,0F c   ( )1 ,0F c−  

 
Iperbole con i fuochi sull’asse delle y : 

12

2

2

2

=−
a
x

b
y    

2 2

2 2 1x y
a b

− =−  

 

Iperbole equilatera 
Se a b=  l’iperbole si dice equilatera e la sua equazione diventa:  2 2 2x -y =a   [ ]3  

I suoi asintoti, che hanno equazioni y = ± x , sono le bisettrici degli assi cartesiani e risultano fra loro 

perpendicolari.   
22

2
a

e
a

= =     2 22c a=    c=a 2  

Iperbole equilatera riferita ai propri asintoti 
costante==xy k  

 

  
 

Pagina 37 di 60

Geometria Analitica
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Trigonometria 

y

xo H

K
P

cosα

sinα tgα

α

-1

A
+1

+1

-1

T

 

   P
OH PKx = = =cosα
OA OA

        P
HP OKy = = =sinα
OA OA

                  T
ATy = =tgα
OA

     

1secα=
cosα

   1cosecα=
sinα

    1cotgα=
tgα

      

( )sin k sin2 π α α+ =   ( )cos cos2kπ α α+ =   ( )tg k tgπ α α+ =   ( )cot cotg k gπ α α+ =  

k Z∈        cioè :       k = ± ± ± ±0 1 2 3 4, , , ,   

Alcune relazioni fra le varie funzioni goniometriche o circolari 
Fra le sei funzioni circolari sinα  , cosα  , tgα  , cotgα  , secα  , cosecα  sussistono le cinque 

seguenti identità tra loro indipendenti: 

sinαtgα=
cosα

   cosαcotgα=
sinα

   1secα=
cosα

    1coseca=
sina

    2 2sin α+cos α=1  

valori in   funzione   di 

di sinα  cosα  tgα  cotgα  

sinα  sinα  ± −1 2cos α  
tg

tg2

α
α± +1

 
1

1± + cotg2α
 

cosα  ± −1 sin2α  
 

cosα  
1

1± + tg2α
 

cotg
cotg2

α
α± +1

 

tgα  
sin

sin2

α
α± −1

 ± −1 2cos
cos

α
α

 
 

tgα  
1

cotgα
 

cotgα  ± −1 sin
sin

2α
α

 
cos

cos
α

α± −1 2
 1

tgα
 

 
cotgα  
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Archi ed angoli associati 
 

Definiamo associati dell‘angolo α  i seguenti angoli:  

π α
2

±  90° ± α  π α±  180° ± α  2π α±  360° ± α  3
2
π α±  270° ± α  
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Formule goniometriche 
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Equazioni goniometriche elementari 
cos x=m     con   − ≤ ≤ +1 1m    ⇒  x= ±α+k 360°    x= ±α+2k π    k = ± ± ± ±0 1 2 3 4, , , ,   

dove α  è l’ampiezza del più piccolo angolo positivo il cui coseno è m. 

CASI PARTICOLARI 

cos x = 0        ⇒           ( )x k= + °2 1 90              oppure         ( )x k= +2 1
2
π  

cos x = 1        ⇒           x k= °360                         oppure        x k= 2 π  

cos x = −1      ⇒          ( )x k= + °2 1 180               oppure         ( )x k= +2 1 π  

 

sin x=           [2]       con         11 +≤≤−   

Se  α   è  l’ampiezza  del  più  piccolo  angolo  positivo  il  cui  seno  è    , le  soluzioni dell’equazione   

[2]   ci   vengono   fornite   dalle   seguenti   formule: 





x=α+k 360°
x=180°-α+k360°

 [3]  oppure 




x=α + 2k π
x=π-α+2k π

   [4]        k = ± ± ± ±0 1 2 3 4, , , ,   

Le  formule  [3]  e  [4]  possono  essere  scritte  in  forma  compatta  nella  seguente   maniera : 

[5]       ( ) ⋅hx= -1 α+hπ                   con                  h = ± ± ± ±0 1 2 3 4, , , ,   
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CASI PARTICOLARI 
sin x = 0    ⇒      x k= °180                oppure         x k= π  

sin x = 1  ⇒       ( )x k= + °4 1 90       oppure         ( )x k= +4 1
2
π  

sin x = −1   ⇒     ( )x k= − °4 1 90              oppure         ( )x k= −4 1
2
π  

 

Le soluzioni dell’equazione goniometrica   tg x=p    con   p R∈   sono: 

x=α+k π   x=α+k180°        oppure            con     k = ± ± ± ±0 1 2 3 4, , , ,      e 

0 180° ≤ ≤ °α            (  α ≠ °90  )            − ° < < °90 90α  

 

Risoluzione di semplici equazioni goniometriche 
 
Le equazioni goniometriche del tipo:  

2asin x+bsin x+c=0     2acos x +bcos x +c=0     2a tg x+btg x+c=0  

si risolvono ponendo rispettivamente:       sin x y=   ,   cos x y=     ,   tg x y=  

Si ottiene l’equazione di secondo grado  2ay +b y +c=0    che ha come radici i numeri: y y1 2,  

Le equazioni goniometriche date si trasformano nelle seguenti equazioni goniometriche elementari:  

sin x
y
y

=




1

2

      ,   cos x
y
y

=




1

2

      ,    tg x
y
y

=




1

2

 

 

Equazione lineare in seno e coseno 
 

asin x+bcos x+c=0  

 

(1) Si applicano le formule parametriche:    sin x
tg x

tg x=
+

2
2

1
2

2
   ,     cos x

tg x

tg x=
−

+

1
2

1
2

2

2
 

Si ottiene:           ( ) 2 x xc-b tg + 2atg +b +c=0
2 2

                       [*] 

Se  b c=   , allora alle soluzioni dell’equazione [*] bisogna aggiungere le soluzioni: 

( )x k= +2 1 π         oppure    ( )x k= + °2 1 180  
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(2)  Basta risolvere il seguente sistema:    


2 2s
asin x+
in α+c

bcos x
os α=

+
1
c=0

     [*] 

Le soluzioni dell’equazione [*] coincidono con le soluzioni dei due seguenti sistemi: 

sin x
x m
=
=





1

1cos
                           

sin x
x m
=
=





2

2cos
 

(3)  Metodo dell’angolo ausiliario 

asin x+bcos x+c=0   , sin x b
a

x c
a

+ ⋅ = −cos     Ponendo:  ϑ btg =
a

    otteniamo: 

( )ϑ
2 2

-csin x+ =
a +b

 

 

oppure:    cos x a
b

sin x c
b

+ ⋅ = −    Ponendo     ϑ atg =
b

  otteniamo: 

( )−
2 2

-ccos x β =
a +b

 

(4)  c = 0       a sin x b x⋅ + ⋅ =cos 0    ⇒    atg x b+ = 0     ⇒    tg x b
a

= −  

Equazioni omogenee di secondo grado in seno e coseno 
 

Sono equazioni riconducibili alla seguente forma: 2 2asin x+bsin xcos x+ccos x=0  

 

(1)  Si divide ambo i membri per  cos2 x   e si ottiene:   2a tg x+btg x+c=0    

(2)  Ricordando che:   2 2sin x x sin xcos =  ,   sin x x2 1 2
2

=
− cos  ,   sin x x2 1 2

2
=

+ cos  

otteniamo l’equazione lineare:     ( )c-a cos 2x+bsin 2x+a+c=0       

(3)  L ‘equazione  2 2asin x+bsin xcos x+ccos x=d   diventa, se moltiplichiamo d per 

sin x x2 2+ cos  , una omogenea pura:   ( ) ( )2 2a -d sin x+bsin xcos x+ c-d cos x=0  
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Teoremi sui triangoli 
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Formule di trigonometria 

 

 

 

Pagina 46 di 60

Trigonometria



 

 

 

 

Pagina 47 di 60

Trigonometria



 

 

 
 

Relazioni tra i lati e gli angoli di un triangolo rettangolo 
 

In un triangolo rettangolo ogni cateto è uguale: 

• al prodotto dell’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto o per il coseno dell’angolo adiacente 

•  al prodotto dell’altro cateto per la tangente dell’angolo opposto o per la cotangente dell’angolo 

adiacente. In formule abbiamo: 

c = asinγ =acosβ    b =asinβ=acos γ   c=btg γ =bcotg γ   b =ctgβ=bcotgα  

    
A B

C

a
b

c

α β

γ
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Area di un triangolo      AB

C

a
b

cH
αβ

γhC

 
 

Area del triangolo in funzione di due lati e dell'angolo fra essi compreso. L'area S di un triangolo è 

uguale al semiprodotto  di  due  lati  per  il  seno  dell'angolo  fra  essi  compreso . 

1 1 1S = acsin β = absin γ = bcsin α
2 2 2

 

Area   di   un   triangolo   in   funzione   di   un   lato   e   dei  tre  angoli . 

⋅ ⋅ ⋅2 2 21 sinβ sinγ 1 sinα sin γ 1 sinα sinβS = a = b = c
2 sinα 2 sinβ 2 sinγ

 

Area   di   un   triangolo   in   funzione   di   un   lato   e   dei   suoi   angoli   adiacenti 

( ) ( ) ( )
2 2 21 sinβsinγ 1 sinαsinγ 1 sinαsinβS = a = b = c

2 sin β+γ 2 sin α+γ 2 sin α+β
 

Area di un triangolo in funzione del semiperimetro p e degli angoli   ⋅ ⋅ ⋅2 α β γS =p tg tg tg
2 2 2

      

Area  del  triangolo  in  funzione  degli  angoli  e  del  raggio  R  della  circonferenza  circoscritta 

⋅ ⋅ ⋅2S = 2R sinα sinβ sinγ  

Area di  un  triangolo  in  funzione  dei  tre lati : formula di Erone    ( )( )( )S = p p-a p-b p-c  

Area  del  triangolo  in  funzione  dei  lati  e  del  raggio  R della   circonferenza   circoscritta    abcS =
4R

 

Area di un quadrilatero qualsiasi 
 

L'area di un quadrilatero convesso è 

uguale al semiprodotto delle misure delle 

due diagonali per il seno di uno degli 

angoli che esse formano. 

ϑ′⋅ ⋅
1S = d d sin
2

 

 

A

B

C

D O θ d

d'
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Area del parallelogrammo 
 

                 ϑS =absin                 

 

Quadrilatero inscritto in una circonferenza 

Teorema di TOLOMEO 
 

In un quadrilatero convesso inscrivibile 

in una circonferenza, il prodotto delle 

misure delle diagonali è uguale alla 

somma delle misure dei prodotti dei lati 

opposti   xy =ac + bd  

A

B

C

D

a

b

c

dx

y

AB = b
BC = b
CD = c
DA = d

AC = x
BD = y

 

 

Teorema di LEGENDRE 
x bc + ad=
y cd + ab

            ( )1S = ad + bc sinα
2

 

Formula di BRAHAMAGUPTA 
 

( )( )( )( )S = p-a p-b p-c p-d             p a b c d= + + +  

Se il quadrilatero ABCD oltre ad essere inscritto in una circonferenza è anche circoscritto ad una 

seconda circonferenza , allora l'area della sua superficie si ottiene applicando la seguente formula : 

S = abcd    
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Raggio della circonferenza inscritta in un triangolo 
 

S = rp     Rp =
r

  Sr =
p

 

(p - a)(p - b)(p - c)r =
p

 

⋅ ⋅
β γr = (p - b) tg = (p - c) tg
2 2

 

A

B

CT1

T2

T3

O
•

rr

r

a

b
c

α
2

β
2

γ
2

 
 

 

a r
sin sin

= ⋅
⋅

cosα

β γ
2

2 2

 r
sin sin

a=
⋅

⋅

β γ

α
2 2

2
cos

 

b r
sin sin

= ⋅
⋅

cos β

α γ
2

2 2

 r b
sin sin

=
⋅

⋅

α γ

β
2 2

2
cos

 

c r
sin sin

= ⋅
⋅

cos γ

α β
2

2 2

 r
sin sin

c=
⋅

⋅

α β

γ
2 2

2
cos

 

 

Area del triangolo in funzione degli angoli e del raggio R della 
circonferenza circoscritta 

 

⋅ ⋅ ⋅2S(ABC) = 2R sinα sinβ sin γ  
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Altezze di un triangolo        AB

C

a
b

cH
αβ

γhC

 
 

Altezze di un triangolo in funzione dei lati e dell'angolo opposto al lato a cui è relativa: 

a
bch = sinα
a

  b
ach = sinβ
b

  c
abh = sinγ
c

   

Altezze di un triangolo in funzione del lato a cui è relativa e dei tre angoli: 

a
asinβsinγh =

sinα
           b

bsinαsinγh =
sinβ

   c
csinαsinβh =

sinγ
 

Mediane di un triangolo       
A

B

C M

β

αγ

a c

b

mb

ϑ π − ϑ
b
2

b
2  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
a b c

1 1 1m = 2b + 2c -a , m = 2a + 2c -b , m = 2a + 2b -c
2 2 2

 

Bisettrici di un triangolo         

A

B N a C

bc
α
2

α
2

bα
β γ

 
 

Bisettrici  degli angoli interni di un triangolo in funzione dell'angolo (rispetto al quale si calcola 

la bisettrice) e dei due lati che lo individuano : 

α
2bc αb = cos
b +c 2

    β
2ac βb = cos
a+c 2

    γ
2ab γb = cos
a+b 2

 

Bisettrici degli angoli interni di un triangolo in funzione dei lati 
 

( )
α

2 bcp p-a
b =

b + c
   

( )
β

2 acp p-b
b =

a + c
   

( )
γ

2 abp p-c
b =

a + b
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Raggio ella circonferenza circoscritta ad un triangolo 
a b c abcR = = = =

2sinα 2sinβ 2sin γ 4S
 

 

 

Raggio della circonferenza inscritta in un triangolo 

( ) ( ) ( )α β γ Sr = p-a tg = p-b tg = p-c tg =
2 2 2 p

 

β γ γ α α βasin cos bsin cos csin cos
2 2 2 2 2 2r = = =α β γcos cos cos

2 2 2

 

Raggi delle circonferenze ex-inscritte ad un triangolo 
Dicesi circonferenza ex-inscritta ad  un  triangolo  la circonferenza  tangente  ad  un  lato  

del  triangolo  ed  ai prolungamenti  degli  altri  due  lati . Dicesi ex-incentro (centro della 

circonferenza ex-inscritta ) l'intersezione della bisettrice di un angolo interno con le bisettrici degli 

angoli esterni relativi agli altri due vertici  

a b c
S S Sr = , r = , r =

p-a p-b p-c
      a b c

α β γr = ptg , r = ptg , r = ptg
2 2 2
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Perimetri ed aree dei poligoni regolari 
Indichiamo con n , pn  ed sn  rispettivamente il lato, l'apotema, il perimetro e l'area di un poligono 
regolare di n lati inscritto in una circonferenza σ di raggio r, e con Ln , Pn , Sn  rispettivamente 
il lato, il perimetro e l'area del poligono regolare di n lati circoscritto a σ. 

AOB
n

 =
2π   ⇒  AOE AOF

n
 = =

π  ⋅n
πa = r cos
n

   

⋅n
πL = 2r tg
n

   ⋅n
πp = 2nr sin
n

   

 

⋅2 2
n n n

1 π π 1 2πs = p a =nr sin cos = nr sin
2 n n 2 n

 n
πP = 2nr tg
n

 2
n n

1 πS = P r =nr tg
2 n

 

A B

O

FC D

E

r r
an

1
2

Ln
1
2

Ln

1
2
n

1
2
n

αα

αβ 2ˆ ==COD
n
πα =

 

Essendo inoltre:     n n
1 πa = cotg
2 n
    

   abbiamo:            2
n n

1 πS = n cotg
4 n
    

Agli n  lati del poligono regolare (inscritto e circoscritto alla circonferenza di raggio r ) 
corrispondono n  angoli al centro fra loro uguali. Ciascuno di questi angoli al centro è l’ennesima 

parte dell’angolo giro che misura 2π  radianti.       2ˆ =COD
n
πβ=    

2 n
β πα = =     

sin sin
2

nEB r r
n
πα= = ⋅ ⋅ = ⋅

       ⋅n
πAB =l = 2r sin
n

    1
2 nFD L r tg r tg

n
πα= = ⋅ = ⋅    

⋅
πCD = 2FD= 2r tg
n

    FO =r       ⋅ ⋅= 2
n

1 2πs n r sin
2 n

        ⋅ ⋅= 2
n

πS n r tg
n

 

N.B. L’area di un poligono regolare è uguale a:   perimetro×apotema
2
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Arco seno coseno tangente cotangente 

0° 0 0 1 0 ∞ 

9° 
π
20

 3 5 5 5
4

+ − −  3 5 5 5
4

+ + −  4 10 2 5
5 1

− +
−

 
5 1

4 10 2 5
−

− +
 

15° 
π

12
 

6 2

4

−
 

6 2

4

+
 2 3−  2 3+  

18° 
π

10
 

5 1

4

−
 

10 2 5

4

+
 

25 10 5

5

−
 5 2 5+  

22°30’ 
π

8
 2 2

2

−
 

2 2

2

+
 2 1−  2 1+  

30° 
π

6
 

1

2
 

3

2
 

1

3

3

3
=  3 

36° 
π

5
 10 2 5

4

−
 

5 1

4

+
 5 2 5−  

25 10 5

4

+
 

45° 
π

4
 

2

2
 

2

2
 1 1 

54° 
3

10
π  

5 1

4

+
 

10 2 5

4

−
 

25 10 5

4

+
 5 2 5−  

60° 
π

3
 

3

2
 

1

2
 3 

1

3

3

3
=  

67°30’ 
3

8
π  2 2

2

+
 

2 2

2

−
 

 

2 1+  

 

2 1−  

72° 
2

5
π  10 2 5

4

+
 

5 1

4

−
 5 2 5+  

25 10 5

5

−
 

75° 
5

12
π  6 2

4

+
 

6 2

4

−
 2 3+  2 3−  

81° 
9
20

π  3 5 5 5
4

+ + −  3 5 5 5
4

+ − −  
5 1

4 10 2 5
−

− +
 4 10 2 5

5 1
− +

−
 

90° 
π

2
 1 0 ∞ 0 
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99° 
11
20

π  3 5 5 5
4

+ + −  −
+ − −3 5 5 5

4
 

5 1
10 2 5 4

−

+ −
 10 2 5 4

5 1
+ −

−
 

105° 
7

12
π  

6 2

4

+
 -

6 2

4

−
 -(2 3+ ) -(2 3− ) 

108° 
3

5
π  10 2 5

4

+
 -

5 1

4

−
 - 5 2 5+  - 

25 10 5

5

−
 

112°30’ 
5

8
π  2 2

2

+
 - 

2 2

2

−
 1 2−  − −1 2  

120° 
2

3
π  

3

2
 - 

1

2
 - 3 − = −

1

3

3

3
 

126° 
7

10
π  

5 1

4

+
 - 

10 2 5

4

−
 - 

25 10 5

4

+
 - 5 2 5−  

135° 
3

4
π  

2

2
 2

2
−  - 1 - 1 

144° 
4

5
π  10 2 5

4

−
 - 

5 1

4

+
 - 5 2 5−  - 

25 10 5

4

+
 

150 
5

6
π  

1

2
 - 

3

2
 − = −

1

3

3

3
 - 3 

157°30’ 
7

8
π  2 2

2

−
 - 

2 2

2

+
 1 2−  − −1 2  

162° 
9

10
π  

5 1

4

−
 - 

10 2 5

4

+
 - 

25 10 5

5

−
 - 5 2 5+  

165° 
11

12
π  

6 2

4

−
 -

6 2

4

+
 -(2 3− ) -(2 3+ ) 

171° 
9
20

π  3 5 5 5
4

+ + −  3 5 5 5
4

+ − −  
5 1

4 10 2 5
−

− +
 4 10 2 5

5 1
− +

−
 

180° π  0 -1 0 ∞ 

189° 
21
20

π  −
+ − −3 5 5 5

4
 −

+ + −3 5 5 5
4

 4 10 2 5
5 1

− +
−

 
5 1

4 10 2 5
−

− +
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195° 
13

12
π  

6 2

4

−
 -

6 2

4

+
 2 3−  2 3+  

198° 
11
10

π  -
5 1

4

−
 - 

10 2 5

4

+
 

25 10 5

5

−
 5 2 5+  

202°30’ 
9

8
π  - 

2 2

2

−
 - 

2 2

2

+
 2 1−  2 1+  

210° 
7

6
π  - 

1

2
 - 

3

2
 

1

3

3

3
=  3 

216° 
6

5
π  - 

10 2 5

4

−
 - 

5 1

4

+
 5 2 5−  

25 10 5

4

+
 

225° 
5

4
π  2

2
−  2

2
−  1 1 

234° 
13

10
π  - 

5 1

4

+
 - 

10 2 5

4

−
 

25 10 5

4

+
 5 2 5−  

240° 
4

3
π  - 

3

2
 - 

1

2
 3 

1

3

3

3
=  

247°30’ 
11

8
π  - 

2 2

2

+
 - 

2 2

2

−
 2 1+  2 1−  

252° 
7
5
π  - 

10 2 5

4

+
 -

5 1

4

−
 5 2 5+  

25 10 5

5

−
 

255° 
17
12

π  -
6 2

4

+
 -

6 2

4

−
 2 3+  2 3−  

261° 
29
20

π  −
+ + −3 5 5 5

4
 5 5 3 5

4
− − +  

5 1
4 10 2 5

−

− +
 4 10 2 5

5 1
− +

−
 

270° 
3

2
π  1−  0 ∞ 0 

279° 
31
20

π  3 5 5 5
4

+ + −
 

3 5 5 5
4

+ − −
 

5 1
4 10 2 5

−

− +
 10 2 5 4

5 1
+ −

−
 

285° 
19
12

π  6 2
4
+

−  
6 2

4

−
 -(2 3+ ) -(2 3− ) 
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288° 
8
5
π  10 2 5

4
+

−  
5 1

4

−
 - 5 2 5− +  - 

25 10 5

5

−
 

292°30’ 
13

8
π  - 

2 2

2

−
 

2 2

2

+
 − −1 2  1 2−  

300° 
5

3
π  - 

3

2
 

1

2
 - 3 − = −

1

3

3

3
 

306° 
17

10
π  - 

5 1

4

+
 

10 2 5

4

−
 - 

25 10 5

4

+
 - 5 2 5−  

315° 
7

4
π  - 

2

2
 

2

2
 - 1 - 1 

324° 
9

5
π  - 

10 2 5

4

−
 

5 1

4

+
 − −5 2 5  - 

25 10 5

4

+
 

330° 
11

6
π  - 

1

2
 

3

2
 − = −

1

3

3

3
 - 3 

337°30’ 
15

8
π  - 

2 2

2

−
 

2 2

2

+
 1 2−  − −1 2  

342° 
π

10
19  

 
-

5 1

4

−
 

10 2 5

4

+
 - 

25 10 5

5

−
 - 5 2 5+  

345° π
12
23  -

6 2

4

−
 

6 2

4

+
 -(2 3− ) -(2 3+ ) 

360° 2π  0 1 0 ∞  
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